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Neste trabalho, a solugdo das equagSes de Navier-Stokes em coordenadas
cilindricas para escoamento laminar incompressivel em regime permanente € obtida
utilizando-se a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT). As
caracteristicas hidrodindmicas do escoamento na regido de entrada de dois tubos

concéntricos sdo determinadas para ilustrar a utilizagio e validar a técnica.

Para facilitar a aplicagfio da GITT, as equagdes de Navier-Stokes sdo formuladas
em termos da fungfo corrente apenas, eliminando-se o gradiente de pressdo que € a

priori desconhecido e atua como um termo fonte nas equagdes de Momentum.

Resultados para os campos de velocidade séo apresentados para diversas razdes
de aspecto, dadas pela relago entre o raio do tubo interno e o raio do tubo externo, ¢
para varios numeros de Reynolds. Em seguida, séio feitas comparagdes com resultados
obtidos a partir da solugdo das equagbes de Camada Limite, que constituem uma
simplifica¢dio das equagdes de Navier-Stokes, estabelecendo-se limites de aplicabilidade

desta formulagao simplificada.
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In this work, the solution of the Navier-Stokes equations in cylindrical
coordinates for laminar incompressible steady-state flow is obtained by employing the
Generalized Integral Transform Technique (GITT). The hydrodynamic features of the
flow in the entry region of two concentric tubes are determined to illustrate and validate

the technique.

In order to facilitate the application of the GITT, the Navier-Stokes equations are
handled in the stream function-only formulation, eliminating the pressure term that is a

priori unknown and acts as a source term in the Momentum equations.

Results for the velocity ficlds are presented for various aspect ratios, that is, the
relation between the internal and the external tube radius, and for various Reynolds
numbers. Then, comparisons are made with results obtained from solution of the
Boundary Layer equations, which are a simplification of the Navier-Stokes equations,

and applicability limits for this simplified formulation are established.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Até a década de 60, os métodos analiticos e experimentais eram largamente
empregados na andlise € projeto de equipamentos termo-hidraulicos. Desde entdo, as
técnicas de aproximag@o numeérica vém ganhando espago sobre a experimentagio pura e
os métodos analiticos classicos. Embora os métodos experimentais continuem sendo
imprescindiveis, principalmente em situagdes envolvendo escoamentos complexos, a
tendéncia natural é de cada vez mais se empregar aproximagdes numéricas na previsio

das variaveis de projeto.

Assim, na pratica da engenharia moderna, existe uma necessidade crescente de se
obter solugBes mais acuradas para problemas cada vez mais complexos, no menor
intervalo de tempo possivel. Nas ultimas trés décadas, com o desenvolvimento de
computadores digitais com velocidades de processamento cada vez maiores, foi dado um
grande impulso na simulagdo de problemas em mecénica dos fluidos e transferéncia de

calor.

QO estudo das caracteristicas hidrodindmicas do escoamento de um fluido no
interior de dutos tem sido objeto de estudo de muitos pesquisadores, devido a sua
grande importincia pratica na engenharia. O conhecimento de pardmetros fisicos, como
fator de atrito e coeficiente de transferéncia de calor, ¢ fundamental para o
desenvolvimento, otimizagio e construgdo de modelos de equipamentos utilizados em

diversas areas.

A modelagem matematica destes escoamentos envolve equagdes bastante
complexas e de dificil solugdo. As equagdes de Navier-Stokes constituem-se no modelo
mais completo para o escoamento de um fluido e, por sua vez, formam a base de toda a

ciéncia da mecinica dos fluidos.



Para dutos circulares e placas paralelas, o estudo do comportamento
hidrodindmico ja foi abordado de maneira exaustiva por muitos estudiosos. Os dutos
anulares concéntricos estio presentes em muitos modelos de equipamentos industriais,
como por exemplo em trocadores de calor bitubulares, onde um fluido escoa pelo tubo
interno e outro flui através da regido anular entre os dois tubos, bem como no
resfriamento de reatores nucleares. Seu comportamento foi estudado, na maioria das
vezes, utilizando-se as equagdes de Camada Limite [1], as quais formam um conjunto
convectivo-difusivo de equagbes, originadas da simplificagdo das equagdes de Navier-
Stokes em sua forma completa. Naquelas equagdes, os termos de difusio axial de
momentum ¢ o gradiente de pressio na diregdo normal ao escoamento principal,
presentes nas equagdes de Navier-Stokes, sdo desprezados. Em conseqiiéncia disto, as
equacdes de Camada Limite s6 apresentam resultados consistentes para escoamentos

com altos numeros de Reynolds e para posigdes ndo muito proximas 4 entrada do duto.

Para as situacOes mais gerais, as caracteristicas reais do escoamento so Ssdo
modeladas matematicamente, de forma adequada, pelas equagdes de Navier-Stokes
completas. Porém, a obtengio da solugo exata destas equages € impossivel, utilizando-
se as técnicas convencionais de calculo existentes, tendo em vista a natureza ndo-linear

dos termos convectivos.

Apds os anos 60, aliado ao avango dos computadores eletrOnicos, surgiram
novos métodos de solugdo de natureza puramente numérica, para os problemas
convectivo-difusivos mais comuns encontrados na engenharia, tendo conseguido simular
problemas fisicos de maior complexidade com razoavel precisio, como os métodos mais

usuais de Diferengas Finitas e Elementos Finitos.

No entanto, os métodos analiticos continuam sendo os que apresentam solugdes
mais rapidas e precisas, se comparados com os meétodos numéricos, para aqueles
problemas passiveis de tratamento analitico. Além disso, muitas vezes ndo se consegue
um controle eficaz do erro, na solugio obtida através dos métodos puramente numericos.
Por isso, muitas vezes a solugdo analitica de versdes simplificadas do problema &

imprescindivel para validar o resultado numérico do problema completo.



Em muitas situagdes, a solugdo exata de problemas difusivos lineares ¢é
prontamente determinada pela técnica da transformagdo integral classica [2]. A idéia
bésica nesta técnica consiste em se transformar o conjunto de equacgdes diferenciais
parciais em um sistema infinito de equagdes diferenciais ordinarias, desacoplado, passivel
de solugio analitica. Entretanto, esta técnica se limita a problemas cuja transformagao
resulta em um sistema desacoplado e/ou que apresentem problemas auxiliares onde a

solugio seja obtenivel analiticamente.

Motivado pelos aspectos acima citados, surgiu uma nova técnica de solugio
baseada nas idéias da transformagdio integral classica, a chamada Técnica da
Transformagdo Integral Generalizada (GITT). Sua concepgédo hibrida analitico-numérica
permite seu emprego em problemas convectivo-difusivos, a priori ndo transformaveis, ou
seja, problemas em que a transformagédo das equagdes diferenciais parciais resulta em um
sistema diferencial ordinario infinito e acoplado, ou cujo problema auxiliar € de dificil
tratamento. Seu sucesso até aqui, no tratamento das equagdes de Camada Limite e

Navier-Stokes, motiva a busca de novos desafios.

Assim, o presente trabalho visa estender a aplicagio da Técnica da
Transformagdo Integral Generalizada (GITT) para a solugio das equagbes de Navier-
Stokes em coordenadas cilindricas, utilizando, como exemplo pratico, o problema do
escoamento laminar incompressivel de um fluido Newtoniano, na regido de entrada
hidrodindmica de dois tubos concéntricos. Os perfis de velocidade axial e transversal séo
calculados para diversas razdes de aspecto e para diferentes nimeros de Reynolds. Em
seguida, sdo feitas compara¢des dos resultados obtidos a partir da solugdo das equagBes
de Navier-Stokes com outros resultados existentes na literatura, obtidos utilizando-se as

equagdes de Camada Limite na modelagem deste escoamento.



1.1 — A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

Os problemas lineares de difusdo de calor e massa sdo, em algumas classes,
prontamente resolvidos a partir do método classico de transformag@o integral. Sua idéia
basica consiste em transformar as equagles originais em um sistema infinito e
desacoplado de equagdes diferenciais ordinarias, cuja solugdo possa ser facilmente

determinada.

SolugBes gerais para sete classes distintas de problemas difusivos foram obtidas
por MIKHAILOV e OZISIK [2], através da utilizagio da técnica de transformagéo
integral classica. No entanto, essa técnica se limita a certas classes de problemas lineares
de difusdo transformaveis, ou seja, problemas cuja transformago resulta em um sistema
desacoplado, e/ou nos casos em que o problema auxiliar escolhido apresenta solugdo

analitica.

Para superar essas restricdes foi desenvolvida a Técnica de Transformagio
Integral Generalizada, mais conhecida pelas inicias da sua denominagio em Inglés,
GITT, tendo sido estendida a diferentes classes de problemas, com bastante éxito. No
trabalho de COTTA [4] sdo relacionadas diversas aplicagdes da GITT, e sua comparagéo
com outros métodos de solugdo para varios tipos de problemas encontrados em

mecanica dos fluidos e transferéncia de calor e massa.

A GITT apresenta como principais vantagens, manter um controle automatico
sobre o erro relativo global dos resultados e de ser facilmente implementada
computacionalmente. Uma outra grande vantagem da técnica ¢ a sua aplicagio a
problemas multidimensionais, sem um aumento consideravel do custo computacional,
com relagdo a problemas que envolvem uma unica varidvel espacial. Este
comportamento ocorre devido a caracteristica hibnda da técnica, em que uma solugio
analitica € determinada para todas as variaveis independentes envolvidas, a menos de
uma, na qual a solugio € obtida numericamente, a partir da solugdo do sistema

diferencial ordinario, resultante da transformagdo integral.



Em seu trabalho, COTTA [4] agrupa os problemas resolvidos pela GITT nas

seguintes categorias:

— Problemas com coeficientes variaveis na equacio [5-9]. Tais problemas
surgem, por exemplo, na anilise transiente de aletas com dissipagdo dependente do
tempo, bem como no escoamento com desenvolvimento simultineo de velocidade e

temperatura, no interior de dutos.

— Problemas com coeficientes varidveis nas condigcdes de contorno [10-13].
Nesta categoria incluem-se a condugdo de calor com numero de Biot dependente do

tempo, e convecgdo for¢ada no interior de dutos externamente aletados.

— Problemas com fronteiras moveis [14-18]. Nos casos em que a condigéio de
contorno varia com o tempo, ou quando os dominios definidos sdo irregulares, com
relagdo ao sistema de coordenadas adotado. Como exemplo de problemas de contornos
moveis tem-se a mudanca de fase e problemas de oxidagdo;, os casos de dominio
irregular estdo presentes no escoamento de um fluido com transferéncia de calor no

interior de dutos de forma irregular.

— Problemas que envolvem problemas auxiliares complicados [19-28] do
ponto de vista analitico €/ou computacional. Os seguintes casos sdo mals comumente
encontrados na literatura: problema de Sturm-Liouville com uma vanavel de
Transformada de Laplace; problema de Sturm-Liouville com varidveis complexas;
sistemas de Sturm-Liouville ndo separaveis e problemas de autovalor ndo classicos. Estes
problemas se aplicam, por exemplo, na convecgio forgada interna, periddica e transiente;
transferéncia de calor no escoamento em canais, considerando-se a condugio axial;
transferéncia de calor por convecgdio no interior de dutos regulares; problemas
conjugados de transferéncia de calor, analise de trocadores de calor bitubulares e

secagem de meios porosos capilares.

— Problemas ndo-lineares [29-49]. Nesta categoria estdo incluidos grande

parte dos problemas praticos encontrados na engenharia.



De acordo com COTTA [3], os problemas ndo-lincares freqiientemente
encontrados em mecénica dos fluidos e transferéncia de calor, que ja foram solucionados
com o emprego da GITT, subdividem-se nas seguintes classes:

- problemas de difusdo;

- problemas de convecgao-difusdo;

- problemas de autovalor;

- problemas modelados pelas equagdes de Camada Limite;

- problemas modelados pelas equagtes de Nawvier-Stokes;

Os passos basicos para aplicagio da GITT na solugio de um problema,

independentemente da classe a que pertencem, sdo os seguintes [3,4]:

1 - Escolha do problema auxiliar baseado na versdo homogénea do problema original, de
modo que se inclua o maximo de informag¢des possiveis, no que diz respeito aos

operadores presentes na formulago orginal,

2 - Desenvolvimento do par Transformada-Inversa, a partir do problema auxiliar

selecionado e das suas caracteristicas de ortogonalidade;

3 - Transformagdo Integral das equagdes diferenciais parciais, resultando em um sistema
diferencial ordinario infinito € acoplado, de modo que se elimine todas as variaveis

independentes, a menos de uma;

4 - Resolugdo numérica do sistema diferencial ordinario resultante, truncando-se sua
ordem em uma quantidade de termos suficiente para se obter uma precisdo
preestabelecida nos campos transformados e, em conseqiiéncia, no potencial original

desejado.

5 - Calculo dos potenciais originais a partir da aplicagio da férmula de inverséo analitica.

O processo € completado ao se fazer uma analise da convergéncia dos potenciais,

obtidos com ordens crescentes de truncamento da expansdo em autofungdes.



CAPITULO 2

REVISAQ BIBLIOGRAFICA

O problema de escoamento hidrodinamicamente em desenvolvimento no interior
de dutos anulares concéntricos ja foi abordado por varios pesquisadores, devido 4 sua

grande importancia técnica na engenharia.

No entanto, mesmo para o caso laminar, o desenvolvimento do escoamento na
regidio de entrada do duto anular, a partir da solugdio exata das equag¢des que o
descrevem (equagdes de Camada Limite ou equagdes de Navier-Stokes) ndo € possivel
de ser determinado. A dificuldade na analise se da pela presenga de termos nio-lineares

nas equagdes da quantidade de movimento.

A maioria dos trabalhos existentes na literatura relacionados a este tipo de
problema, utiliza as equagdes de Camada Limite para descrever o escoamento e, a partir

deste modelo simplificado, determinar suas carateristicas hidrodindmicas.

Segundo SHAH e LONDON [50], os métodos de solugdo para esta classe de

problemas podem ser relacionados em trés grupos:

1 - Solug3o a partir das equagdes de Momentum linearizadas,
2 - Solugdo das equagles de Camada Limite;

3 - Solugdo das equagdes de Navier-Stokes.

Um dos primeiros trabalhos referentes ao problema do escoamento na entrada
hidrodinimica de dutos anulares concéntricos foi realizado por MURAKAWA [51].
Nesse trabalho, é obtida uma solugdo analitica aproximada para o problema utilizando-se
uma expansio em fungdes de Bessel. Entretanto, seus resultados satisfazem as condigdes

de contorno apenas parcialmente.



Mais tarde, surgiram outros trabalhos cujas solugdes apresentaram resultados

mais confidvels e precisos.

SUGINO [52] linearizou as equag¢des de quantidade de movimento empregando
o método integral de LANGHAAR [67] e apresentou uma solugdo aproximada,
utilizando as fun¢des de Bessel Modificadas, para os campos de velocidade. Duas razdes
de aspecto foram utilizadas nos calculos. Nos seus resultados, concluiu ainda que, para
uma mesma distincia da entrada do duto e para o mesmo nimero de Reynolds, o
comprimento de desenvolvimento hidrodindmico e a queda de pressdo sdo praticamente

constantes, para diferentes valores de r*.

HEATON et al. [53] empregou um método aproximado de solugdo por
integragio das equagles de Momentum, linearizadas através de um método
independente, semelhante ao método de LANGHAAR[67]. Nos exemplos de calculo

foram utilizadas cinco razGes de aspecto diferentes.

CHANG e ATABEK [54] utilizaram a técnica de lineanzagio de TARG [68]
para as equagdes de Momentum. Assumiram velocidade uniforme na entrada do duto
anular e desenvolveram expressfes totalmente analiticas para a componente axial da

velocidade e para o gradiente de pressdo na regido de entrada hidrodindmica.

SPARROW ¢ LIN [55] linearizaram as equac¢bes de Momentum através da
criagio de uma coordenada auxiliar expandida, na diregdo do escoamento. Eles
apresentam a solugio para o perfil de velocidade em termos de expansbes em
autofungSes. No seu trabalho, é apresentada ainda uma tabela com os trinta primeiros
autovalores dessas expansdes para sete diferentes razdes de aspecto r*. Perfis da
componente axial da velocidade sio apresentados graficamente para esses mesmos
valores de r*. Os resultados indicam que o método de linearizagdo por coordenada

expandida fornece resultados razoaveis para o problema de entrada hidrodindmica.



MANOHAR [56] resolveu as equagdes de Camada Limite utilizando o método
de Diferengas Finitas para as razdes de aspecto r* = 0.1, 0.3, 0.5 ¢ 0.7. A ndo-linearidade
presente nos termos convectivos da equagdo de Momentum foi resolvida iterativamente.

Perfis de velocidade axial para diversos valores de r* sdo mostrados graficamente.

SHAH e FARNIA [57] resolveram as equagdes de Camada Limite, empregando
o método de Diferengas Finitas de PATANKAR ¢ SPALDING [69]. Calculos para o
fator de atrito e velocidade axial maxima foram efetuados para r* = 0.05, 0.10, 0.50 e
0.75. Estes resultados sdo considerados de boa precisdo dentre os obtidos por métodos

puramente numMENcos.

CONEY e EL-SHAARAWI [58] empregaram o método de Diferengas Finitas
implicito de BODOIA e OSTERLE [70], na formulagio de Camada Limite. Seus
calculos foram feitos para quinze diferentes valores de r* e os perfis das componentes
radial e axial da velocidade sfo apresentados graficamente, e serfo utilizados para
comparacdo com os resultados de Navier-Stokes, obtidos pelo presente trabalho. Seus
resultados para a componente axial da velocidade em desenvolvimento apresentam-se em

boa concordincia com os de SPARROW e LIN [5].

KAKAC e YUCEL [59] resolveram o problema do escoamento laminar em
desenvolvimento em dutos concéntricos, através do modelo de Camada Limite. Os
resultados da componente axial da velocidade para as razdes de aspecto r* =0.1, 0.25 e
0.5 sdo apresentados em tabela, apresentando-se em excelente concordancia com os
resultados citados em [50]. Portanto, esses resultados servirdo também como base de

comparagio com os do presente trabalho.

Uma das primeiras tentativas de utilizagio das equagdes de Navier-Stokes, para
modelar o problema de escoamento em dutos anulares concéntricos, foi feita por
FULLER e SAMUELS [38]. Nesse trabalho, as equagles de Navier-Stokes s&o
empregadas de forma parcialmente parabolizada. Para ewitar a dificuldade com a

descontinuidade na entrada do duto as condigdes de contorno foram adotadas em x=+=,

e ainda foram desprezados os termos de difusdo axial das equagdes de Momenium. Para
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obter a solugdo do problema, utilizaram ¢ método de Diferengas Finitas para solucionar
o sistema de equagdes diferenciais parciais resultante. Os resultados para os perfis da
componente axial velocidade sdo mostrados em diversas posi¢bes ao longo do duto e

para varios nameros de Reynolds, com r* = 0.5.

Na pesquisa bibliografica realizada, com respeito a solugdo do problema de
escoamento em dutos concéntricos, ndo foi detectado nenhum trabalho que envolvesse
as equagdes de Navier-Stokes em sua forma completa, para modelar o problema em
estudo. Ficamos, portanto restringidos a fazer uma comparagio critica dos resultados
deste trabalho apenas com aqueles, obtidos a partir da solugio das equagdes de Camada

Limite, ja citados acima.
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CAPITULO 3

DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere o escoamento de um fluido Newtoniano na regifo entre dois tubos
concéntricos, de comprimento semi-infinito, com condigdes de entrada e saida
conhecidas, conforme mostra a figura 3.1. O nosso propdsito ¢ determinar as
caracteristicas hidrodindmicas desse escoamento imediatamente apos a entrada da regido

anular, ou seja, na regido hidrodinamicamente em desenvolvimento.

P T F T T T I T F T F T T T T T T T T F o r Frrrr Zr VAP AP P A L P A AT P

)
0

T T T T T T I T T T I T T I T T I T I T T T T T T I T T T T T I T T T I F P I T I T I T r T

Regiao do Escoamento
Completamente Desenvolvido

Figura 3.1 - Geometria do problema e sistema de coordenadas

Para simplificar o problema, sem perder generalidade nos objetivos perseguidos,

consideraremos as seguintes hipdteses:

e escoamento bidimensional, laminar e permanente;
e simetria axial;

e escoamento incompressivel;

e duto de paredes impermeaveis e fixas;

e propriedades fisicas do fluido constantes.
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3.1 — FORMULACAO DO PROBLEMA EM VARIAVEIS PRIMITIVAS

O escoamento na regido anular de dois tubos concéntricos é governado pelas

equagdes de Navier-Stokes e da continuidade em coordenadas cilindricas, que em

variaveis primitivas, na forma dimensional, sdo dadas por:

Equacdo de Momenium na diregio R:

-\ ) [wv 1) {R1<R<Rz

R X poR R2) 0<X<w
Equagio de Momentum na diregio X:

oU ouU 1 0P Ry <R <R,
V_-+U =-—75+v VI, {

R -eX  pax | 0<X <
Equagio da Continuidade:

oV VvV JdU R;i <R <R,
—+5+o=0,

JR R X 0<X <o
onde,

02 19 o2

V2= +— =+t a0

T 6R2 ROAR X2

(3.1.a)

(3.1.b)

(3.1.¢)

(3.1.d)
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As condi¢des de contorno s@o especificadas de acordo com as hipoteses

simplificadoras acima.

Para a parede do tubo interno:

U(X,R,)=0; V(X,R;)=0 0<X<aw G.led)

Para a parede do tubo externo:

U(X,R,)=0; V(X,R,)=0 0<X<w (.1.gh)

Na entrada do duto:

U(O,R)=U,; V(O,R)=0 R;<R<R, (3.1ij)

E na saida da regifio anular, teremos:

U(eo,R)=U_(R); V(e,R)=0 R;<R<R, (3.1.1,m)

3.2 — ADIMENSIONALIZACAO DO PROBLEMA

A adimensionaliza¢do do conjunto de equagdes (3.1) ¢ feita, a partir da utiizagao

dos seguintes grupos adimensionais:

U _v -
u—U0 ; V—Uo (3.2.ab)
R X
r=—- ; X=—" (3.2.¢c,d)
2 R,
P uU,D
=— ; Re=—2 h (32ef)

R v
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onde,

Dp=2(R; -Ry) (3.2.g)

Substituindo os grupos adimensionais (3.2.a-f) nas equagdes (3.1) teremos sua

forma adimensional como se segue:

Equagfo de Momentum na diregio r:

v ov_ & 2- r)( v-lj {r*<r<

V§+u§—_& Re r2 0<x<ow (33.2)

Equagio de Momentum na diregio x:

v-g% +u% = -% +—2£2{_Tm(v2u) {(r)*:;:w (3.3.b)

Equagio da Continuidade:

ALY {r*<r< (3.3.0)
T 0<x<w

De modo idéntico, as condigdes de contorno sdo adimensionalizadas:

Na parede do tubo interno:

u(x,1*)=0 ; v(x,r*)=0 0<x<ow (3.3.d,e)



Na parede do tubo externo:

ux,)=0 ; v(x,1)=0 0<x<w

Na entrada do duto:

u(0,n)=1 ; v(0,r)=0 r <r<l
E na saida da regido anular:
u(eo, 1) =u(r), v({oo, 1) =0 r<r<l
onde,
rt =& : uw(r)=g[1—r2+2r§,ln(r)]

2 B
e

(3.3£g)

(3.3.h,i)

(3.3.)

(3.4.a,b)

(3.4.cd)

e 1° & a razio de aspecto entre os dois tubos concéntricos, u,(r) é a velocidade na

regidao completamente desenvolvida do escoamento e T, ¢ a posigio radial onde a

[ du(r) 01

velocidade u(r) € maxima, ou seja, I_ & -
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3.3 — FORMULACAO EM FUNCAO CORRENTE

A fungao corrente é definida em termos das componentes da velocidade como:

u=-—-"; v:—a (3.5.ab)

Com isto a equagio da Continuidade dada pela equagdo (3.3.c} € satisfeita

automaticamente.

Portanto, derivando-se a equagio (3.3.a) com relagdo a “x” e a equagdo (3.3.b) com

relagdo a “r”, em seguida, subtraindo-se uma da outra, ou seja:

X332) 933.b)

~ ar (3.6)
e aplicando-se as defini¢des (3.5.a,b), teremos:
1oy 8 1 18yl 8 1 2 8y 2(1-1%)
-— —(E2y) |-—— —(E?y) |- 5 —E2y=———=(E* 3.7,
o5 B oo B | y="p—(E%) (3.7.2)
onde,
? 10 &

2~ 2.7 37b
B = T o G795
E4\yE E? (E?‘\u) (3.7.¢)

Na nova formulagio, a equagio (3.7.a) apresenta um operador de quarta ordem,
0 que aparentemente torna ainda mais dificil a sua solugdo. No entanto, o gradiente de

pressio que atua como um termo fonte nas equagdes de Momentum foi eliminado.
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As condi¢des de contorno do problema, apés a utilizagio da defini¢do de fungdo

corrente, tomam a forma a seguir:

w(x,r*)y=C; : ?_\%r"_)_:o 0<x<w (3.7.d,e)
wx,1)=C, : %ﬁl:o 0<x<w (3.7£g)
w(0,r)=C, - _r".%ds ; 6\4;(82, D =0 rf<r< (3.7.h,i)
y(eo,1)=C, - ﬁ, u,(e)de ; aq;((;:,r) =0 r<r< (3.7.D)

r

onde C, e C; sdo constantes que determinam o valor da fungiio corrente na parede dos

tubos interno e externo, respectivamente.

Uma relagdo entre essas duas constantes pode ser estabelecida a partir das

equagdes (3.7.f) e (3.7.h) ou (3.7 ):

C, =LC1 - _[ra ds} (3.8)
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CAPITULO 4

METODO DE SOLUCAO

As equagdes (3.7) resultam em um sistema diferencial parcial de quarta ordem, o
qual nio € passivel de solugdo analitica por meio dos métodos classicos existentes. Deste
modo, utilizaremos a técnica hibrida numérico-analitica de Transformag@o Integral

Generalizada para determinar a solug@o desse sistema.

4.1 — HOMOGENEIZACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

A escolha do problema de autovalor que servira como base para a expansdo em
autofungdes do campo de fungdo corrente, sera feita apés efetuarmos a homogeneizagéo
das condi¢des de contorno da equagdo original (3.7.a), na diregio “r”, escolhida para ser
eliminada na transformagio integral. Para isto, podemos dividir o campo de fungao

corrente em duas parcelas, ou seja;

WX, 1) = Wo(r) +4(x,1) .1

onde , W, (r) representa a fungio corrente na regido do escoamento completamente
desenvolvido e §(x,r) é uma fungio auxiliar que compde o valor da fungdo corrente na

regidio do escoamento em desenvolvimento, a ser determinada.
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Substituindo a equagido (4.1) na equagio (3.7.a) temos:

el 25 e

2Hl-1"
ax Ez(‘yuo"}'d)): (Rer )[E4(Wco+¢)]
(4.2)

Apos efetuarmos as diferenciagdes e agruparmos os termos semelhantes, teremos:

B | 3obab 100 % _ 134
or T X drox? ror ariox

133% 1092% 2a¢az¢+1§gd3%_i§gd2%+
or or ror ax° 2 ox 5x2 rox drl 2 ox gr?

3 ox dr rorlax dr Zoox dr  taxd dr

Sobduy 100 dup 1 Podvs 1380 dus 20y

(4.3.a)

Procedendo de modo semelhante com as condigdes de contorno (3.7.d-1), obtem-se:

oh(x,1*)

d(x,r*)=0 : —51'—:0’ 0<x<w (4.3.b,c)

$(x,1)=0 X aq;g;,n =0, 0<x <o (43.d,e)
T

$(0,1) = J's [ue(e)—1] de; 3(b((3())(,r) =0, r<r< (4.3 fg)

(0, 1) =0 ; (=) 1 <r< (4.3.h,)

ox
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Portanto, a solugdo do problema se resume em determinar os campos auxiliares ¢(x,r)
e, em seguida, recuperar o campo original através da equag@o (4.1), uma vez que a
parcela Y (r) é prontamente obtida analiticamente, a partir da manipulagio das

equacgdes (3.4) e (3.5.2).

4.2 — ESCOLHA DO PROBLEMA AUXILIAR

A partir de agora, iniciaremos a aplicagdo da Técnica de Transformagio Integral
Generalizada. O primeiro passo é a escolha do problema auxiliar adequado 2 solugéo do
problema original. Este problema auxiliar deve conter informagdes do operador difusivo

do problema original, bem como de suas condigdes de contorno.

Uma vez homogeneizadas as condi¢des de contorno na diregdo “r’, o problema
de autovalor sera determinado para esta dire¢do. Como o presente problema ¢ descrito
no sistema de coordenadas cilindricas, utilizaremos o problema de autovalor proposto

por CHANDRASEKHAR e REID [63], no contexto da estabilidade hidrodindmica em

tubos, ou seja:

2
a2 1d ¥
(@JF;E“I,TJ (1) = p{ (1), r<r<l (4.4.2)

com as seguintes condigdes de contorno:

e L SO, a0
dQ; (1
Q,(1)=0 ; J%§l=o (4.4.d,e)

onde (;(r) e p; representam as autofungdes e os autovalores, respectivamente.
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A solugdo geral para o problema (4.4) € do tipo:

I (k; 1) N Ky(pin

Qi) =A  L(uiD+Ay Yoy r)+Ay; m“)‘ 4 )
i 2 (H4

(4.5.2)

onde, para melhor desempenho computacional os dois ultimos termos 530 normalizados.

Apos a aplicagdo da solugdo (4.5.a) nas condigbes de contorno (4.4 b-e), resulta

em um sistema de equagdes algébricas simultineas, cuja matriz de coeficientes é dada

por:
— . i R -
Jl(“i I'*) Y/( i *) ?ifl:ur)) 1.0
s J() ............. Y( ..... )10 ................... ;b(p,l)
A M : M) ALY
P O e e Kl(ulr) (4.5.b)

Ll ) L K rt)
L) o Ky(ur?)

e R R S A
Jo-1(ki) Yo 1(k) ;pl(ﬁ:)) E-K:L(:L,-L;*))_

O calculo dos autovalores € entéo efetuado a partir da solugdo do seguinte sistema de

equagoes:

ZFIJAJ =0 (i= 1,...,4) (4.5.0)
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A solugdo nfo-trivial do sistema (4.5 .c) requer que, det F =0, ou seja:

* * I i - I
UCEDEEER AT _}i% 10
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA N
Y
Ja (1) Y; (1) 1.0 : M
T o EE— S A— o Kl 4.5.4)
. S P (1T K ()l o
o) o Y () KI;((L;; ) . K“((p.uri));
________________________ o B Ky (yr ) |
' L (1 Ky (1) |
p-1(uy) Yr-1(ki) Ikxl(u-)) -Kl(; |
1 A

Portanto, os autovalores [1;’s serdo as raizes da equagdo transcendental (4.5.d).

As autofungdes correspondentes tornam-se:

L, (1 1) N K; (1 1)

i ; 45,
L) TK () (3:5.)

Qi(r)= L (1) +A Ya(yDt+Ay

onde pode-se arbitrar o valor das constantes A;;=1.0, por conveniéncia. As demais
constantes, Aai, Asi € Ag;, serfio determinadas a partir da solugdo do sistema algébrico

resultante para cada autovalor L;.

As autofungdes do problema (4.4) gozam da seguinte propriedade de
ortogonalidade [63]:

0
J:.rQi(ui;r)Qj(uj;r)dr:{N . (4.6)
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E a integral de normalizagdo ¢ definida por:

2
N; = .ﬁ r[Qi(p.i;r)] dr (4.7)

I

Ou, apds os calculos efetuados sobre as autofungdes:

N; = [J?_(Hi)"'AZiY?,(!-Li)]z _r*2[J).(Hir*)"'AziYh(l—lir*)]z (4.8)

4.3 — DETERMINACAO DO PAR TRANSFORMADA-INVERSA

Apos a escolha do problema auxiliar adequado para a solugido do sistema de
equagOes diferenciais parciais, o proximo passo na aplicagio da Técnica de
Transformagdo Integral Generalizada é a determinagio do par de formulas
Transformada-Inversa. De acordo com o problema auxiliar e suas condigSes de

contorno, obtem-se:

$;(x)= ﬁ r O (1) ¢(x,1) dr (Transformada) (4.9.2)
d{x,1) = Z Q. (1) §; (%) (Inversa) (4.9.b)

i=1

onde a autofungio normalizada ¢ definida como:

Q;(r)

)
N;

(4.9.c)

() =
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4.4 — CONSTRUCAO DO SISTEMA DIFERENCIAL ORDINARIO

Determinado o par Transformada-Inversa, utiliza-se essas definigdes na

transformagio integral do sistema de equagdes diferenciais parciais resultante. Para isto,

opera-se as equagdes (4.3) com o operador _rr ﬁi(r) dr, e utiliza-se a formula da
r#

Inversa, dada pela equagio (4.9.b), resultando em :

ii{ b f LQQ [Q';; —Qi;+ Qk] 00 (g’j‘}' %ﬁj)]dr +

j=1 k=1

3 _[[fjiﬁj (fj gﬁk) Jdr b bk J: ( iﬁjﬁic) dr} +
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Note-se que o operador difusivo do problema de autovalor aparece no integrando do
primeiro termo, do lado direito da igualdade. Portanto, aplicando-se a propriedade de

ortogonalidade, dada pela equagio (4.6), e reordenando convenientemente, teremos:

oD

b7 = it “Z{ | 4A49;+ 2B;] + 2(1%3[ (A} - Byucby) +

3=

i

(Aijk$_li$k + B bk - Cij@}"ﬁ)] }

e
1l

1
(i=123,..%) 4.11)

onde os termos ndo-transformaveis resultam em somatorios infimitos e acoplados, cujos

coeficientes sdo definidos por:

0T (e 3 3 ) mm (e 1)

Ak = J, _Qin e A — (| ) ~ €] Jdr (4.12.2)
L. (o 2. Y]

By = J, | €064 — €k de (4.12.b)
e L
1 ~ —~ ~

Cix = ) (B:0%) dr 4.12.0)
T
L (0w 3. 3 ) & e 1201

Ajjoo = J. | AE2{ Woo = Weo + 5 Weo |~ i Q-0 ) |dr (4.12.d)
1 ~— ~

Bijw= | (Cu0yi) dr @12¢)
T

(e 1w 1)
Aij = . Qi . —;Qj+r—2'QJ Jdl' {4.12.9)

B; = Jt:ﬁi(ﬁ'j—rﬁ})] dr (4.12.8)
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Os coeficientes integrais dados pelas equagdes (4.12) sdo todos calculados
numericamente, utilizando-se subrotinas do IMSL [64], baseadas em regras de
quadratura, com esquema adaptativo da ordem de integragdo para controle automatico

do erro.

De modo semelhante, as condigbes de contorno sdo transformadas, resultando

em.

- T d$1(0) _ .
$i(0)=T; Frantal (4.12.h,)
_ do.
¢i(0)=0 ¢(’1i°0) =0 (4.12,))
onde,

T = _r{fzi(r){ I g |u(e)— 1] de}dr (4.12.m)

4.5 — SOLUCAO DO SISTEMA DIFERENCIAL ORDINARIO

Uma solugdo analitica para o sistema nfo-linear (4.12) € impossivel de ser
estabelecida, e para se obter resultados exatos seria necessario resolver um sistema
infinito de equag¢des, 0 que se torna inviavel sob o aspecto computacional. Portanto, a
solugdo para o sistema transformado sera determinada a partir de procedimentos

numéricos, em uma versdo truncada do referido sistema.

Seguindo 0 que estabelece a Técnica de Transformagdo Integral Generalizada, o
sistema de quarta ordem, infinito e acoplado de equagBes ndo-lineares (4.12), deve ser

truncado em uma ordem finita NT, suficientemente grande para se obter a convergéncia
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dos potenciais originais, dentro da precisdio pré-estabelecida. A garantia de convergéncia
das solugdes, para ordens crescentes de truncamento nas séries, € uma caracteristica
importante que a técnica apresenta. Portanto, truncando-se o sistema (4.12) em uma

ordem NT, temos:

NT

1Y =— ni'd; —Z{ [4Aij$j+231ﬂ_3}'] + Z(%er*) [ (Ai_iood_)i_Bi_joo$jj") +

j=1

Mz

(Aijk$j$k +Bijdjdx — Cijk$;$k) ] :

b
I
—

(i=1,23,. NT) (4.13)

A solugio para este sistema € obtida numericamente, utilizando-se algoritmos
disponiveis no pacote de subrotinas matematicas IMSL [64], os quais ja foram utilizados

com éxito na solugdo de inimeros problemas elipticos.

Os potenciais transformados do sistema (4.13) apresentam taxas de variagdo
muito distintas entre si, o que torna o sistema bastante rigido (Stiff). A subrotina
DBVPFD do IMSL [64] resolve sistemas diferenciais ordinarios e ndo-lineares, com
condi¢bes de contorno especificadas em dois pontos € que apresentam um alto grau de

rigidez.

Para utilizar a DBVPFD, o sistema deve ser escrito na forma:

Y =£(Y,x) x € (a,b) (4.14.2)
h[¥(a),Y(b)] =0 (4.14.b)

Esta subrotina utiliza um algoritmo baseado na rotina PASVA3 [65], o qual faz

uma discretizagdo sobre uma malha nfo-uniforme, escolhida adaptativamente, de modo
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que o erro local seja praticamente o mesmo em qualquer posigdo e estimativas do erro
global sejam geradas para controle do calculo. O sistema algébrico n3o-linear resultante
é resolvido utilizando o método de Newton com controle do passo. Finalmente, o
sisterna adaptativo linearizado ¢ resolvido através de uma vers3o especial de eliminagio

de Gauss.

Portanto, para utilizar a DBVPFD na solugio do nosso problema, o sistema de
quarta ordem (4.12) deve ser reescrito na forma de um sistema de primeira ordem. Logo,

definindo-se o vetor:

1 — 1 ] 1F L] (L1} " T
Y ={¢1=---=$NTs$1»~-=;5NT,$Ia---sEENT=$1 ,---,EENT} (4.15.a-d)
O sistema resultante tem a forma:
dy,
&~ VieNT
dY,, nr
ﬁ = YNt
dY; ont
—ng = Yji3NT
dyY < R
i+3NT 4 €
l—d;“ = -l Yi+Z{ 4A;Y;+2ByY Nt 2o A Yj4NT —
j=1
NT
Biiw YNt + Z( Ak YianT Y + Bik Yient Yisont — Cij Yieant Y )] }
k=1

(i=1,2, NT) (4.16.a-d)
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Com as seguintes condig¢Ges de contorno:

Yi(0)=T; YiinT(0)=0 (4.16.c.f)

Yi(w0)=0 Yiint(0)=0 (4.16.g,h)

Podemos observar que as condigdes de contorno (4.16.g,h) encontram-se
especificadas no infinito. A forma usual utilizada nos procedimentos numéricos para se
resolver um problema com essas condigdes de contorno é considerar posigdes arbitrarias,
suficientemente distantes da entrada do duto. No entanto, nio se pode garantir se tal
posigdo reproduz as verdadeiras condiges de saida estabelecidas na formulagio original
do problema. Por este motivo, ¢ necessario resolver o problema vérias vezes, para

diversas posigSes, até que a convergéncia seja atingida nos pontos de interesse.

Uma maneira pratica de se evitar esta dificuldade é fazer uma mudanga de
variavel, tal que o dominio de [0,¢] seja mapeado em [0,1]. Para isto, utilizamos uma
mudanca de variavel independente, como no trabalho de WANG e LONGWELL {66],

[ )

que em termos de “x” € dada por:

. PK (1= v)2
- ; &~ =) (4.17.2,b)

onde 1 € um fator de compressdo de escala. A principal vantagem de se utilizar essa
mudanga de variavel é que fica garantida a condigio de saida estabelecida na formulagio
original do problema e possibilita uma melhora significativa na desempenho
computacional. A compressdo de escala sera tanto maior quanto menos significaticativas

forem as variagdes dos potenciais transformados calculados.
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Rescrevendo o sistema nesta nova variavel, temos:

dY; _ Yient

dy dy/dx

dYiunt  Yieont
dy d fdx

dYiont  YiesnT

dy dy /dx
dy . N R
i+3NT .4 2
A dyidx L‘Ui Y; + Z{ 4A5Y; +2B;Y Nt + 20-19 [Aijaon+NT -
; P
NT A
Bije YNt + Z(Aijij+NTYk + B YioNT Yis2NT _Cijij+3NTYk)]} ‘
k=1 J
(i=1,2,..NT) (4.18.a-d)
Com as condigdes de contorno especificadas no novo domimo:
Y;(0)=T; Y, n7(0)=0 (4.18.¢,f)
Y (D=0 Yint() =90 (4.18.g,h)

Portanto, o proximo passo agora ¢ resolver o sistema (4.18) obtendo os campos

transformados ¢;(x). Em seguida, utilizando a forma de inversio dada por (4.9.b), e a

equagdo (4.1), os campos de funcdo corrente W(X, r)serdo determinados.

Os perfis das componentes de velocidade axial u(x,r)e transversal v(x,r) sfo

calculados a partir das equagdes (3.5.2) e (3.5.b).
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O teste de convergéncia dos potenciais originais, calculados em cada posigio

desejada, ¢ feito utilizando-se a seguinte expressio:

NT+ANT
Zéi(r)d_)i(x)
E= ) AT (4.19)
V(D) + ) Q0§ (%)
1=1

onde a ordem de truncamento ¢ acrescida de um ANT, até que a convergéncia da
solugdo final, para todas as posi¢des desejadas, seja atingida. Para diminuir o tempo
computacional na solugio numérica do sistema, para ordens de truncamento maiores,
utiliza-se como aproximagio inicial, os resultados obtidos a partir de ordens menores de
truncamento, J& disponiveis em um esquema de controle automatico do erro global,

gerando solugdes a partir de um procedimento iterativo.



32

CAPITULO 5

RESULTADOS E DISCUSSAO

Apos a construgdo do algoritmo computactonal para a solugio do problema em
estudo, o proximo passo ¢ implementi-lo em uma linguagem de programagfio para a
obtengdo dos resultados. A linguagem escolhida foi o FORTRAN 77, por ser mais
comumente utilizada no meio cientifico e de mais facil interpretagdo. Os equipamentos
utilizados foram o microcomputador 486-DX2, para as ordens de truncamento menores
(até¢ NT=13), e para ordens de truncamento maiores utilizamos o Cray EL-94 do Nucleo
de Atendimento de Computagdo em Alto Desempenho (NACAD) da COPPE/UFRJ,
bem como o Cray Y-MP2E/232 do Centro de Supercomputagio (CESUP) da UFRGS,

conforme a disponibilidade.

As tarefas numéricas envolvidas foram basicamente:

- calculo dos autovalores;

- calculo das condi¢des de contorno transformadas e dos coeficientes integrais,
presentes no sistema diferencial ordinario;

- cdlculo dos potenciais transformados, a partir da resolugio do sistema
diferencial ordinario com ordens crescente de truncamento, para posi¢des

escolhidas na dire¢do da coordenada transformada.

Para cada uma dessas tarefas utilizamos uma subrotina da biblioteca do IMSL

[64], conforme a sua aplicabilidade.

Os autovalores foram obtidos a partir da solucio da equagéo (4.5.d), utilizando-
se a subrotina DZBREN (dupla precisdo), a qual determina os zeros de uma fungio real
através de uma interpolagdo linear em combinagio com uma interpolagdo inversa
quadratica e uma bissegfio, e sua convergéncia ¢ superlinear. Um erro relativo de 1072

foi adotado como critério de convergéncia final.
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As condi¢es de contorno ¢ os coeficientes integrais do sistema diferencial
ordinério foram calculados separadamente e uma tnica vez para cada razio de aspecto

r*, j& que eles nfo dependem do campo transformado.

Como todos os integrandos dos coeficientes integrais apresentam
comportamento oscilatdrio, a subrotina DQDAG (dupla precisdo) foi utilizada para
determind-los, por apresentar um melhor desempenho computacional do que outras
subrotinas de integragdo do IMSL. Esta subrotina utiliza um esquema adaptativo global,
baseado nas regras de quadratura de Gauss-Kronrod. Um critério de erro relativo de 107
foi utilizado para todos os valores de r*. Este célculo é responsavel pela maior parte do
custo computacional envolvido nos célculos numéricos efetuados para a solugiio do

problema.

Finalmente, para a solugdo do sistema diferencial ordinario, utilizamos a
subrotina DBVPFD (dupla precisdo), por ser uma subrotina recomendada para sistemas
com alto grau de rigidez (sistemas Stiff), ¢ que usa o método de diferencas finitas de
ordem e passo varidveis. Uma precisio prescrita relativa de 10™ foi estabelecida em
todos os casos de solugdo do sistema. Sendo assim, consideramos que a convergéncia
foi atingida quando ocorre uma variagio de apenas +1 no quarto digito significativo do

campo calculado

Inicialmente, apresentamos resultados para descrever o comportamento da
convergéncia do campo de velocidade. As tabelas (5.1-5.4) mostram as caracteristicas
da convergéncia para a componente axial da velocidade, u(x,r), para o caso em que o
escoamento € descrito apenas pelos operadores difusivos da equagdo, isto é, Re = 0.
Duas posigdes axiais diferentes foram escolhidas para os valores de r* = 0.1, 0.25, 0.5 ¢

0.9.
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Tabela 5.1 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para

r*=0.1eRe=0.
x=0.250

NT r=0.20 0.40 0.55 0.70 0.90

3 0.7035 1.328 1.234 1.244 0.7542

5 0.8438 1.238 1.288 1.234 0.7592

7 0.8482 1.244 1.285 1.242 0.7534

9 0.8427 1.244 1.285 1.244 0.7517
11 0.8412 1.247 1.288 1.246 0.7516
13 0.8411 1.247 1.287 1.245 0.7515
15 0.8410 1.247 1.288 1.246 0.7513
17 0.8406 1.247 1.288 1.246 0.7510
19 0.8401 1.247 1.288 1.246 0.7507
21 0.8396 1.247 1.288 1.246 0.7505
23 0.8392 1.247 1.288 1.246 0.7503
25 0.8389 1.247 1.288 1.246 0.7503
NT x = 0.500

3 0.8540 1.442 1.470 1.263 0.5532

5 0.8642 1.444 1.472 1.264 0.5450

7 0.8597 1.444 1.474 1.263 0.5484

9 0.8579 1.443 1.474 1.264 0.5485
11 0.8573 1.444 1.475 1.264 0.5485
13 0.8570 1.444 1.475 1.264 0.5486
15 0.8569 1.444 1.475 1.264 0.5486
17 0.8569 1.444 1.475 1.264 0.5486
19 0.8568 1.444 1.475 1.264 0.5485
21 0.8568 1.444 1.475 1.264 0.5485
23 0.8567 1.444 1.475 1.264 0.5485
25 0.8567 1.444 1.475 1.264 0.5485




Tabela 5.2 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para

™ =025eRe=0.

x=0.250
NT r=0.30 0.50 0.625 0.70 0.90
3 0.4894 1.312 1.317 1.297 0.8008
5 0.5183 1.286 1.344 1.317 0.7951
7 0.5120 1.288 1.348 1.320 0.7920
9 0.5067 1.288 1.348 1.322 0.7920
11 0.5044 1.290 1.350 1.322 0.7919
13 0.5036 1.290 1.350 1.323 0.7916
15 0.5033 1.290 1.350 1.323 0.7912
17 0.5032 1.290 1.350 1.323 (.7909
19 0.5032 1.290 1.350 1.323 0.7909
NT x = 0.500
3 0.4887 1.420 1.492 1.394 0.6391
5 0.4847 1.422 1.493 1.395 0.6375
7 0.4830 1.422 1.494 1.396 0.6376
9 0.4825 1.422 1.494 1.396 0.6377
11 0.4824 1.422 1.494 1.396 0.6377
13 0.4823 1.422 1.494 1.396 0.6377
15 0.4823 1.422 1.494 1.396 0.6377




Tabela 5.3 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para

*=05eRe=0.
x =0.250
NT r=20.55 0.65 0.75 0.85 0.95
3 0.6147 1.288 1.447 1.233 0.5502
5 0.6080 1.290 1.451 1.237 0.5449
7 0.6053 1.290 1.454 1.236 0.5434
9 0.6047 1.290 1.454 1.236 0.5432
11 0.6046 1.290 1.455 1.236 0.5432
13 0.6046 1.290 1.455 1.236 0.5432
NT x =0.500
3 0.6024 1.324 1.503 1.212 0.5005
5 0.6019 1.324 1.503 1.212 0.5004
7 0.6019 1.324 1.503 1.212 0.5004
Tabela 5.4 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para
r*=09eRe=0.
x=0.05
NT r=091 0.93 0.95 0.97 0.99
3 0.5792 1.261 1.448 1.252 0.5698
5 0.5729 1.264 1.451 1.256 0.5638
7 0.5710 1.264 1.454 1.255 0.5620
9 0.5706 1.264 1.455 1.256 0.5617
11 0.5706 1.264 1.455 1.256 0.5617
NT x=0.10
3 0.5478 1.269 1.500 1.252 0.5327
5 0.5476 1.269 1.500 1.252 (.5326
7 0.5476 1.269 1.500 1.252 0.5326
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s

Um aspecto importante a ser observado nos resultados das tabelas (5.1-5.4), é
que quando a razédo de aspecto r* aumenta, a convergéncia para uma mesma posicio x é
atingida com um nuimero de termos NT cada vez menor. No caso de r* = 0.1 a
convergéncia nas posi¢des r, mais proximas das paredes, para x = (.25, s6 ¢ atingida
para NT > 25, enquanto que para r* = (.25, na mesma posi¢do x, com NT = 19 a
convergéncia ja foi atingida com quatro digitos, em todas as posi¢des radiais. O mesmo
comportamento pode ser verificado para os outros valores de r*. Isto acontece porque,
quando a razdo de aspecto aumenta, o comprimento de entrada hidrodindmico diminui,
consequentemente, a posi¢io x, onde foram efetuados os célculos, se aproxima mais
ainda do ponto onde o escoamento torna-se completamente desenvolvido.

A seguir, o comportamento da convergéncia é mostrado, em tabelas, para a
componente axial da velocidade u(x,r), para as razdes de aspecto r* = 0.1, 0.25e¢ 0.5 ¢
para Re = 40, 300, 1000 e 2000. Os resultados sfo entdo comparados com os da
formulagio em Camada Limite da referéncia [59], cuja coordenada longitudinal foi

adimensionalizada como:

X
" Dy Re

X+t (Ref. [59]) (5.1.a)

oferecendo resultados finais independentes do nimero de Reynolds, na formulaggio de

Camada Limite.

As tabelas (5.5-5.8) mostram resultados para a razfio de aspecto r* = (0.1, em
duas posigdes axiais distintas, sendo que para cada posigéo X, os calculo sdo feitos em
cinco posi¢des radiais diferentes. A partir desses resultados, podemos observar que a
medida em que o nimero de Reynolds aumenta, as posigdes onde os valores
convergidos com quatro digitos para NT < 25, véo se afastando, gradativamente, da
entrada do duto. Isto acontece porque, com o aumento do numero de Reynolds, os
operadores difusivos vio perdendo sua importincia face ao aumento da influéncia dos

termos convectivos, o que torna o sistema cada vez mais rigido (Stiff), ocastonando um
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aumento do nimero de termos na série para a solugio nas mesmas posi¢des axiais. Com

isto os custos € o tempo computacional também crescem significativamente.

Podemos ainda observar, a partir desses resultados, uma convergéncia mais lenta
para posi¢des mais proximas a entrada do duto e a necessidade de um menor nimero de
termos na série, para as posigdes mais afastadas. Esse comportamento se explica pela
utilizagdo da fungdo ‘W=(r) como filiro, a qual representa o perfil completamente
desenvolvido do escoamento na solugdo proposta. Logo, ao se avangar para posi¢des
mais distantes da entrada do duto o perfil tende para os valores do comportamento
completamente desenvolvido do escoamento, com pouca contribuigdo oriunda da
expansdo em autofuncgles. Para as posi¢des proximas das paredes interna e externa a
convergéncia também ¢ mais lenta, pois os gradientes de velocidade sdo maiores nestas

posi¢des, requerendo um numero de termos maior para alcangar a preciséo desejada.

O mesmo comportamento descrito acima pode ser observados nas tabelas (5.9-
5.16) onde é mostrado o comportamento da convergéncia da componente axial da
velocidade para r* = 0.25 e 0.5, em duas posi¢des axiais distintas, e novamente, os

resultados sdo comparados com os da formulagdo em Camada Limite [59].

Nota-se ainda uma diferen¢a marcante entre esses resultados com os resultados
da formulacdo de Camada Limite. Essa diferenga, como era de se esperar, ainda € mais
acentuada para os valores proximos da entrada do duto, bem como para os nameros de

Reynolds mais baixos, devido as simplificagdes do modelo de Camada Limite.
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Tabela 5.5 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para

r* = 0.1 e Re = 40. Comparagio com resultados da formulagdo em

Camada Limite [59].

x = 0.360 (X" =0.005)

NT r=0.145 0.325 0.550 0.775 0.955
5 0.5694 1.155 1.213 1.218 0.3933
7 0.5168 1.155 1.232 1.223 0.3823
9 0.4875 1.151 1.234 1.222 0.3777
11 0.4760 1.149 1.238 1.223 0.3759
13 0.4711 1.149 1.239 1.224 0.3751
15 0.4689 1.149 1.240 1.224 0.3748
17 0.4678 1.149 1.240 1.224 0.3746
19 0.4672 1.149 1.240 1.224 0.3745

21 0.4669 1.149 1.240 1.224 0.3745

23 0.4667 1.149 1.240 1.224 0.3745

25 0.4666 1.149 1.240 1.224 0.3745

Ref [59] 0.499 1.309 1.415 1.094 0.278

NT x =0.720 (X™=0.010)

5 0.4935 1.274 1.427 1.102 0.2746
7 0.4756 1.268 1.434 1.102 0.2738
9 0.4714 1.264 1.436 1.102 0.2735

11 0.4699 1.263 1.437 1.102 0.2734
13 0.4693 1.262 1.438 1.102 0.2734
15 0.4690 1.262 1.438 1.103 0.2734
17 0.4689 1.262 1.438 1.103 0.2734
19 0.4689 1.262 1.438 1.103 0.2734

Ref [59] 0.498 1.362 1.487 1.037 0.2500
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Tabela 5.6 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para
r* = 0.1 e Re = 300. Comparagio com resultados da formulagio em
Camada Limite [59].

X = 0.540 (X = 0.001)
NT r=0.145 0.325 0.550 0.775 0.955
5 0.9488 1.089 1.082 1.176 05634
7 0.9055 1.093 1.090 1.186 05441
9 0.7443 1.098 1.092 1.188 05179
11 0.6410 1.097 1.106 1.193 05052
13 0.6039 1.105 1.107 1.199 0.5007
15 0.5917 1.108 1.109 1.202 0.4988
17 0.5861 1.110 1.110 1.203 0.4977
19 0.5829 1.110 1.110 1.204 0.4970
21 0.5810 1.111 1.110 1.205 0.4965
23 0.5799 1.112 1.110 1.205 0.4962
25 0.5791 1.112 1.110 1.205 0.4960
Ref [59] 0.580 1.202 1.209 1.177 0.4060

NT x = 2.700 X" = 0.005)
5 0.5283 1.297 1.370 1.120 0.2909
7 0.5027 1.281 1.383 1.121 0.2896
9 0.4975 1.276 1.387 1.121 0.2888
11 0.4953 1.274 1.389 1.121 0.2884
13 0.4943 1.273 1.390 1.121 0.2882
15 0.4939 1.272 1.391 1.121 0.2881
17 0.4937 1.272 1.391 1.121 0.2881
19 0.4936 1.272 1.391 1.121 0.2881
21 0.4935 1.272 1.391 1.121 0.2881
23 0.4935 1.272 1.391 1.121 0.2881
Ref [59] 0.499 1.309 1.415 1.094 0.2780
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Tabela 5.7 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) para

r* =0.1 e Re = 1000. Comparagio com resultados da formula¢io em

Camada Limite [59].

x = 1.800 (X" =0.001)

NT r=0.145 0.325 0.550 0.775 0.955
5 1.1332 1.112 1.101 1.181 0.4975
7 0.9588 1.153 1.134 1.186 0.4729
9 0.7258 1.152 1.140 1.185 0.4553
11 0.6273 1.151 1.154 1.189 0.4503
13 0.6087 1.152 1.158 1.192 0.4480
15 0.6008 1.153 1.160 1.194 0.4462
17 0.5954 1.154 1.161 1.195 0.4449
19 0.5921 1.154 1.162 1.196 0.4440
21 0.5900 1.155 1.162 1.197 0.4434
23 0.5887 1.155 1.162 1.198 0.4431
25 0.5879 1.155 1.162 1.198 0.4429
Ref [59] 0.580 1.202 1.209 1.177 0.4060

NT x=9.00 (X" = 0.005)
5 0.5333 1.317 1.377 1.109 0.2874
7 0.5088 1.301 1.391 1.109 0.2857
9 0.5028 1.295 1.396 1.109 0.2847
11 0.5000 1.292 1.399 1.108 0.2842
13 0.4985 1.291 1.401 1.108 0.2839
15 0.4978 1.290 1.402 1.108 0.2837
17 0.4974 1.290 1.402 1.108 0.2836
19 0.4972 1.289 1.402 1.108 0.2836
21 0.4970 1.289 1.402 1.108 0.2836
23 0.4970 1.289 1.402 1.108 0.2836
Ref [59] 0.499 1.309 1.415 1.094 0.2780




Tabela 5.8 - Convergéncia da

42

componente

axial

da wveleocidade

u(x,r} para

r* = 0.1 e Re = 2000. Comparagido com resultados da formulagio em

Camada Limite [59].

x = 3.60 (X" =0.001)

NT r=0.145 0.325 0.550 0.775 0.955
5 1.175 1.120 1.106 1.177 0.4862
7 0.9782 1.168 1.141 1.181 0.4626
9 0.7294 1.167 1.148 1.179 0.4484
11 0.6319 1.165 1.163 1.182 0.4437
13 0.6145 1.167 1.168 1.185 0.4404
15 0.6053 1.167 1.172 1.187 0.4379
17 0.5988 1.167 1.173 1.188 0.4361
19 0.5945 1.168 1.175 1.189 0.4349
21 0.5917 1.168 1.175 1.190 0.4340
23 0.5898 1.168 1.175 1.191 0.4334
25 0.5885 1.168 1.175 1.191 0.4331
Ref [59] 0.580 1.202 1.209 1.177 0.4060

NT x = 18.00 (X" = 0.005)
5 0.5367 1.324 1.378 1.105 0.2864
7 0.5116 1.308 1392 1.105 0.2846
9 0.5054 1.302 1.398 1.105 0.2835
11 0.5025 1.299 1.401 1.104 0.2828
13 0.5009 1.298 1.403 1.104 0.2824
15 0.4999 1.297 1.404 1.104 0.2822
17 0.4993 1.296 1.405 1.104 0.2820
19 0.4990 1.296 1.406 1.104 0.2820
21 0.4987 1.295 1.406 1.104 0.2819
23 0.4986 1.295 1.406 1.104 0.2819
25 0.4986 1.295 1.406 1.104 0.2819
Ref [59] 0.499 1.309 1.415 1.094 0.2780
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Tabela 5.9 - Convergéncia da componente axial da velocidade wu(x,r) para
r¥ = 0.25 ¢ Re = 40. Comparagdo com resultados da formulagdo em

Camada Limite [59].

x = 0.300 X = 0.005)

NT r=02875 | 04375 0.6250 0.8125 0.9625
5 0.4595 1.165 1222 1216 0.3956
7 0.4292 1.169 1.239 1.220 0.3835
9 0.4160 1.167 1.241 1.219 0.3786
11 0.4113 1.166 1.244 1.220 0.3767
13 0.4094 1.166 1.244 1.220 0.3759
15 0.4086 1.166 1.245 1.220 0.3756
17 0.4083 1.166 1.245 1.220 0.3754
19 0.4081 1.166 1.246 1.220 0.3753

21 0.4080 1.166 1.246 1.221 0.3753

23 0.4080 1.166 1.246 1.221 0.3752

25 0.4080 1.166 1.246 1.221 0.3752

Ref [59] 0.3970 1.249 1.414 1.106 0.2840

NT x = 0.600 X" =0.010)

5 0.3796 1216 1.433 1.114 0.2804
7 0.3742 1.214 1.439 1.114 0.2790
9 0.3730 1.213 1.440 1.113 0.2786

11 0.3726 1212 1.441 1.113 0.2785
13 0.3724 1.212 1.441 1.113 0.2784
15 0.3723 1212 1.441 1.113 0.2784
17 0.3723 1212 1.441 1.113 0.2784

Ref [59] 0.3840 1.2700 1.4840 1.0580 0.2580
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Tabela 5.10 - Convergéncia da componente axial da velocidade wu(x,r) para
r* = 0.25 e Re = 300. Comparagdo com resultados da formula¢do em

Camada Limite [59].

x = 0.450 (X* =0.001)

NT r=10.2875 0.4375 0.6250 0.8125 0.9625
5 0.6845 1.122 1.088 1.175 0.5715
7 0.6573 1.126 1.099 1.184 0.5484
9 0.5837 1.129 1.098 1.185 0.5197
11 0.5449 1.120 1.110 1.190 0.5062
13 0.5332 1.134 1111 1.195 0.5015
15 0.5297 1.136 1.112 1.197 0.4995
17 0.5281 1.137 1.112 1.198 0.4984
19 0.5272 1.138 1.112 1.199 0.4976
21 0.5266 1.138 1.112 1.200 0.4972
23 0.5263 1.138 1.112 1.201 0.4969
25 0.5261 1.139 10112 1.201 0.4967

Ref [59] 0.4980 1.196 1.209 1.178 0.4100

NT x =2.250 (X" =0.005)

5 0.4037 1235 1.377 1.134 0.2971
7 0.3992 1.232 1.385 1.132 0.2952
9 0.3977 1.230 1.388 1.130 0.2943

11 0.3970 1.230 1.390 1.130 0.2939
13 0.3967 1.229 1.390 1.130 0.2937
15 0.3966 1.229 1.391 1.130 0.2936
17 0.3966 1.229 1.391 1.130 0.2936

Ref [59] 0.3970 1.249 1.414 1.106 0.2840
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Tabela 5.11 - Convergéncia da componente

axial da velocidade

u(x,r) para

r* = 0.25 e Re = 1000. Comparagéio com resultados da formulagdo em

Camada Limite [59].

x = 1.500 (X" =0.001)

NT r=0.2875 0.4375 0.6250 0.8125 0.9625
5 0.5084 0.8687 1.187 1.289 0.5385
7 0.6383 1.166 1.142 1.190 0.4818
9 0.5493 1.163 1.146 1.186 0.4603
11 0.5250 1.162 1.158 1.188 0.4537
13 0.5217 1.163 1.160 1.190 0.4511
15 0.5195 1.164 1.162 1.192 0.4493
17 0.5178 1.165 1.162 1.193 0.4480
19 0.5167 1.166 1.163 1.194 0.4471

21 0.5161 1.166 1.163 1.195 0.4466
23 0.5157 1.166 1.162 1.195 0.4463
25 0.5155 1.167 1.162 1.196 0.4461

Ref [59) 0.4980 1.196 1.209 1.178 0.4100
x = 7.500 X =0.005)

NT r=0.2875 0.4375 0.6250 0.8125 0.9625
5 0.3635 1.146 1.408 1.163 0.2986
7 0.3999 1.241 1.394 1.122 0.2917
9 0.3982 1.240 1.398 1.120 0.2906
11 0.3973 1.239 1.400 1.119 0.2900
13 0.3968 1.239 1.401 1.119 0.2896
15 0.3965 1.238 1.402 1.119 0.2895
17 0.3964 1.238 1.402 1.119 0.2894
19 0.3964 1.238 1.402 1.119 0.2894

Ref [59] 0.3970 1.249 1.414 1.106 0.2840




Tabela 5.12 - Convergéncia da componente
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axial

da wvelocidade

u(x,r) para

r* = 0.25 e Re = 2000. Comparagfio com resultados da formulagio em

Camada Limite [59].

x = 3.00 X =0.001)

NT r=02875 | 04375 0.6250 0.8125 0.9625
5 0.7248 1.148 1114 1.182 0.5003
7 0.6342 1.176 1.150 1.186 0.4725
9 0.5440 1.172 1.155 1.182 0.4538
11 0.5236 1.170 1.167 1.183 0.4472
13 0.5205 1.172 1.170 1.185 0.4438
15 0.5175 1.173 1.172 1.186 0.4413
17 0.5152 1.173 1.174 1.187 0.4395
19 0.5136 1.174 1.175 1.188 0.4383
21 0.5125 1.174 1.176 1.189 0.4375
23 0.5118 1.175 1.176 1.190 0.4369
25 0.5113 1.175 1.176 1.190 0.4366

Ref [59] 0.4980 1.196 1.209 1.178 0.4100

NT x =15.00 (X" =0.005)

5 0.4047 1246 1.387 1.122 0.2930
7 0.4005 1244 1.396 1.119 0.2907
9 0.3988 1.243 1.400 1.117 0.2895

11 0.3978 1.242 1.402 1.116 0.2888
13 0.3973 1.242 1.404 1.115 0.2883
15 0.3969 1242 1.405 1.115 0.2881
17 0.3967 1.242 1.405 1.115 0.2880
19 0.3966 1.241 1.405 1.115 0.2879
21 0.3966 1.241 1.405 1.115 0.2879

Ref [59] 0.3970 1.249 1414 1.106 0.2840




Tabela 5.13 - Convergéncia da componente axial

* = 0.5 ¢ Re

47

da

velocidade

u(x,r) para

40. Comparagfio com resultados da formulagio em

Camada Limite [59].

x =0.200 (X" = 0.005)
NT r=10.525 0.625 0.750 0.875 0.975
5 0.4210 1.181 1.227 1.210 0.3985
7 0.4001 1.186 1.244 1214 0.3850
9 0.3920 1.184 1.245 1.213 0.3797
11 0.3891 1.184 1.248 1.213 0.3777
13 0.3880 1.184 1.248 1.213 0.3769
15 0.3875 1.184 1.249 1.214 0.3766
17 0.3873 1.184 1.249 1.214 0.3764
19 0.3872 1.184 1.249 1214 0.3763
21 0.3872 1.184 1.249 1214 0.3763
Ref [59] 0.3440 1.199 1.413 1.125 0.2940
NT x = 0.400 (X" =0.010)
5 0.3299 1.177 1.436 1.128 0.2881
7 0.3275 1.176 1.44] 1.127 0.2866
9 0.3269 1.176 1.442 1.126 0.2861
11 0.3267 1.175 1.443 1.126 0.2859
13 0.3266 1.175 1.443 1.126 0.2858
15 0.3266 1.175 1.443 1.126 0.2858
Ref [59] 0.3270 1.195 1.482 1.086 0.2700
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Tabela 5.14 - Convergéneia da componente axial da velocidade u(x,r) para
r* = 0.5 e Re = 300. Comparagdo com resultados da formulagio em

Camada Limite [59].

x = 0.300 X =0.001)

NT r= 0525 0.625 0.750 0.875 0.975
5 0.6173 1.141 1.090 1.169 0.5794
7 0.5882 1.149 1.103 1.179 0.5531
9 0.5411 1.151 1.101 1.179 0.5217
11 0.5188 1.152 1.112 1.183 0.5072
13 0.5122 1.156 1.113 1.188 0.5024
15 0.5100 1.158 1.114 1.190 0.5004
17 0.5089 1.159 1.114 1.191 0.4993
19 0.5082 1.160 1.114 1.192 0.4985
21 0.5079 1.161 1.114 1.193 0.4981
23 0.5076 1.161 1.114 1.193 0.4978
25 0.5075 1.161 1.114 1.193 0.4977

Ref [59] 0.4570 1.190 1.2085 1.180 04170

NT x = 1.500 (X" = 0.005)

5 0.3522 1.197 1337 1.148 0.3058
7 0.3503 1.195 1.386 1.144 0.3039
9 0.3494 1.195 1.388 1.143 0.3030

11 0.3489 1.194 1.390 1.143 0.3026
13 0.3488 1.194 1.390 1.142 0.3025
15 0.3487 1.194 1.390 1.142 0.3024
17 0.3487 1.194 1.390 1.142 0.3024

Ref [59] 0.3440 1.199 1413 1.125 0.2940
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Tabela 5.15 - Convergéncia da componente axial da velocidade wu(x,r) para
™ = 0.5 e Re = 1000. Comparagiio com resultados da formulagio em

Camada Limite [59].

x = 1.000 (X" =0.001)

NT r=0.525 0.625 0.750 0.875 0.975
5 0.5978 1.156 1.112 1.181 0.5258
7 0.5470 1.174 1.146 1.189 0.4915
9 0.5001 1.171 1.149 1.184 0.4662
11 0.4884 1.171 1.159 1.185 0.4589
13 0.4864 1.173 1.161 1.187 0.4564
15 0.4848 1.174 1.162 1.188 0.4546
17 0.4835 1.175 1.163 1.190 0.4533
19 0.4827 1.175 1.163 1.190 0.4525
21 0.4822 1.176 1.163 1.191 0.4520
23 0.4819 1.176 1.163 1.192 0.4517
25 0.4818 1.177 1.163 1.192 0.4515

Ref [59] 0.4570 1.190 1.2085 1.180 0.4170

NT X = 5.000 (X = 0.005)

5 0.3509 1.198 1.387 1.141 0.3029
7 0.3489 1.198 1.394 1.137 0.3008
9 0.3478 1.197 1.398 1.136 0.2997

11 0.3472 1.196 1.400 1.135 0.2991
13 0.3469 1.196 1.401 1.134 0.2988
15 0.3467 1.196 1.401 1.134 0.2986
17 0.3467 1.196 1.401 1.134 0.2986

Ref [59] 0.3440 1.199 1.413 1.125 0.2940
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Tabela 5.16 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x.r) para
r* = 0.5 e Re = 2000. Comparagdo com resultados da formulagio em

Camada Limite [59]

x = 2.000 X" =0.001)
NT r = 0.525 0.625 0.750 0.875 0.975
5 0.5943 1.160 1.118 1.181 0.5163
7 0.5402 1.179 1.153 1.187 0.4828
9 0.4946 1.175 1.157 1.182 0.4598
11 0.4848 1.174 1.168 1.182 0.4528
13 0.4824 1.176 1.171 1.184 0.4497
15 0.4801 1.177 1.174 1.185 0.4472
17 0.4783 1.178 1.175 1.186 0.4454
19 0.4770 1.179 1.176 1.186 0.4442
21 0.4762 1.179 1.176 1.187 0.4434
23 0.4757 1.180 1.176 1.188 0.4429
25 0.4753 1.180 1.176 1.188 0.4425
Ref [59] 0.4570 1.190 1.2085 1.180 0.4170

NT x = 10,00 (X" = 0.005)
5 0.3507 1.199 1.388 1.140 0.3022
7 0.3488 1.199 1.396 1.136 0.3000
9 0.3477 1.198 1.400 1.134 0.2988
11 0.3470 1.198 1.402 1.132 0.2981
13 0.3466 1.197 1.403 1.132 0.2977
15 0.3463 1.197 1.404 1.132 0.2974
17 0.3462 1.197 1.405 1.131 0.2973
19 0.3461 1.197 1.405 1.131 0.2972
21 0.3461 1.197 1.405 1.131 0.2972
Ref [59] 0.3440 1.199 1413 1.125 0.2940
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O comportamento da convergéncia para a componente axial u(x,r), para a
primeira posi¢do x das tabelas (5.6-58) e (5.14-5.16). ¢é plotado nas curvas das figuras
(5.1-5.6). Observa-se que, na escala grafica, todos os resultados numéricos estiio
praticamente convergidos para NT 2 17, ao contrario do que acontece nos valores
tabelados, que para a mesma posi¢io X, existem pontos préximos das paredes que ainda

nio atingiram a convergéncia completa em quatro digitos, com NT =25,

O comportamento da convergéncia para a componente radial v(x,r), ¢ mostrado
nas figuras (5.7-5.12), para as mesmas posigdes das figuras (5.1-5.6). Observa-se
alguma separagfo das curvas em relagfio aos resultados convergidos, para os nlimeros de
termos menores, tornando-se cada vez mais concordantes com o aumento gradativo do

numero de termos e atingindo, graficamente, a convergéncia a partir de NT 2 21.

Os perfis da componente radial da velocidade radial v(x,r) sdo mostrados para
r* = 0.1 e 0.9, respectivamente, para duas diferentes posi¢Ses axiais, e ¢ feita ainda uma
compara¢do com os resultados da formulagio em Camada Limite [58], onde a

coordenada axial é adimensionalizada como:

e 2X(1-19)
R2 Re ’

(5.2.b)

A figura (5.13) mostra o desenvolvimento da componente radial da velocidade
v(x,r) para r* = 0.1 e Re = 2000. J4 a figura (5.14) apresenta o desenvolvimento da
componente radial para r* = 0.9 ¢ Re = 300. Nos dois casos, podemos observar que os
resultados do modelo de Camada Limite, se afastam bastante dos resultados obtidos a
partir das equagbes de Navier-Stokes. Isto acontece devido as simplificagdes na
formulagdo de Camada Limite, onde sdo desprezados os termos de difusdo longitudinal

das equagbes de Momentum e o gradiente de pressdo transversal.

A curvas das figuras (5.15) a (5.18) representam a distribuigio da componente
axial da velocidade ao longo do duto, em nove posi¢des radiais distintas, para as razdes

de aspecto r* = 0.1, 0.25, 0.5 e 0.9 e Re = 2000. Nota-se que quando a razio de aspecto
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aumenta, a distribuicio da velocidade em posigbes igualmente distantes das paredes
interna e externa do duto, com relagdo ao centro, vai s¢ sobrepondo, tornando o
escoamento cada vez mais simétrico e se aproximando do perfil relativo 4 placas
paralelas (r*—1). A acentuada assimetria dos perfis de velocidade para as razfes de
aspecto menores, ¢ causada pela diferen¢a da espessura das camadas limite formadas nas
paredes interna e externa do duto, a partir da entrada. Geralmente a camada limite que se
forma sobre a parede externa, para a mesma razio de aspecto e para 0 mesmo nimero de
Reynolds, é mais espessa do que aquela formada sobre a parede interna, devido a
diferenca entre seus raios de curvatura. No caso de placas paralelas essas camadas sdo
de i1gual espessura, pois os ratos de curvatura sdo iguais, tornando o escoamento

simétrico com relagdo ao centro do canal.

1.0 -
0.9 4

0.8

| i | |
00 02 04 06 08 1.0 12 1
u(x,r)

Figura 5.1 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) em x =

0.54, parar* = 0.1 e Re = 300.
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0.2 -

Figura 5.2 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) em x = 1.8,

parar* = 0.1 e Re = 1000.

1.0
0.9
0.8 -

0.4 -

Figura 5.3 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) em x = 3.6,

parar* = 0.1 e Re =2000.
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T I |
00 02 04 06 08 10 12 1.
u(x,r)

Figura 5.4 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) em x = 0.3,

parar* = 0.5 e Re = 300.

1

| | | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.
' u(x,r)

Figura 5.5 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) em x = 1.0,

parar* =0.5 e Re = 1000.
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I 1 | !
00 02 04 06 08 10 12 1
u(x,r)

Figura 5.6 - Convergéncia da componente axial da velocidade u(x,r) em x = 2.0,

para r* = (.5 e Re = 2000.

I 1 L] I ] i

|
-0.10 0.05 - 0.00 0.05 0.10

Figura 5.7 - Convergéncia da componente radial da velocidade v(x,r) em x

=(.54, parar* = 0.1 ¢ Re = 300.



56

1 — T " 1
-0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02

v(x,r)
Figura 5.8 - Convergéncia da componente radial da velocidade v(x,r) em x = 1.8,

parat* =0.1 ¢ Re = 1000.

1 ¥

| |
-0.005 0.000 0.005 0.010
v(x,r)

'
-0.010

Figura 5.9 - Convergéncia da componente radial da velocidade v(x.r) em x = 3.6,

para r* = 0.1 e Re = 2000.
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-0.05 0.00 0.05 0.10
v(X,r)

Figura 5.10 - Convergéncia da componente radial da velocidade v(x,r) em x = 0.3,

parar* = 0.5 e Re =300.

|
-0.10

1 ' ' | L
-0.01 0.00 0.01 0.02
v(x,r)

|
-0.02

Figura 5.11 - Convergéncia da componente radial da velocidade v(x,r) em x = 1.0,

parar* = 0.5 e Re = 1000.



58

| ' | ' ' | ' |
-0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010
v(x,r)

Figura 5.12 - Convergéncia do perfil de velocidade radial v(x,r) em x = 2.0, para

r* =0.5 e Re = 2000.

rs={.1
Re=2000

NAVIER-STOKES
_____ CAM. LIM. [58]

I I ] L | I L}

|
-0.01 0.00 0.01 0.02
v(x,r)

Figura 5.13 - Desenvolvimento da componente radial da velocidade v(x,r) para

|
-0.02

r* = 0.1. Comparagio com os resultados da formulagdio em Camada

Limite [58].
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1.00

r*=09
Re =300

NAVIER-STOKES
CAM. LIM. [58)

I L

:
0.00
v(x,r)

Figura 5.14 - Desenvolvimento da componente radial da velocidade v(x,r) para

I |
0.02 -0.01

r* = 0.9. Comparagdo com os resultados da formulagdo em Camada

Limite [59].

0.46

1.6 —

i 0.55
1.4 064"
i 0.28
1.2 4 0.73
1.0] o
’:-\ - A
¥ 08 0.82
: -y
0.6 —
| r=091
0.4
0.2
0.0 ] ) T ) l I 1 | I | L | ] l T 1 1 i | 1 ] l
0.0 20.0 4.0 60.0 80.0 100.0

Figura 5.15 - Desenvolvimento da componente axial da velocidade u(x,r)} para

r* =0.1 e Re = 2000, em vérias posi¢des radiais.
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1.6 - 0.625
1 U330 g 475
14 7] 0.700
1.2 0.700
1 — 0.400
1.0 4 0850
f:\ - R
% 0.8 _._ 0325
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N r=0.925%
04—
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X

Figura 5.16 - Desenvolvimento da componente axial da velocidade u(x,r) para

r* = (.25 e Re = 2000, em varias posigdes radiais.

1.6 -
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2] A/—A—mM— 0.85
. 0.60
104 0.90
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= 1 0.55
0'6': r=095
0.4 4
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0.04+— T ' T ' T T
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
X

Figura 5.17 - Desenvolvimento da componente axial da velocidade u(x,r) para

*=05¢

Re = 2000, em vérias posi¢des radiais.
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X

Figura 5.18 - Desenvolvimento da componente axial da velocidade u(x,r) para

r* = 0.9 e Re = 2000, em varias posi¢des radiais.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

Ao término do presente trabalho, conseguimos mostrar que as equagles de
Navier-Stokes completas, utilizadas para modelar o escoamento no interior de dutos
anulares concéntricos, foram resolvidas com sucesso, utilizando-se a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT). Os resultados obtidos podem ser utilizados

para validag@o de outras solugBes propostas para essa mesma classe de equagdes.

Infelizmente, ndo foram encontrados na revisao da literatura, dados experimentais
disponiveis para esse tipo de problema e solugSes das equagdes de Navier-Stokes
completas resolvidas por outros métodos numeéricos existentes, com 0s quals possamos
comparar os resultados do presente trabalho. No entanto, a validagio desses resultados
pode ser estabelecida levando-se em conta que os valores numéricos calculados pela
GITT, para o campo de velocidade em posigdes mais afastadas da entrada do duto,
tendem assintoticamente para o perfil completamente desenvolvido, em todos os casos

de razdo de aspecto estudados.

O caso limite r* = 0, correspondente ao escoamento em dutos circulares, ndo
segue como uma extensdo natural desses resultados, uma vez que uma das condigdes de
contorno (u = 0 em r = 0) ndo corresponderia & condigo original do problema em tubos

e deveria ser substituida pela condigdo de simetria imposta pelas caracteristicas do
problema (au/ar = 0). Por outro lado, para r* — 1, correspondente ao escoamento em

placas paralelas, o problema pode ser tratado de maneira mais simples ao se utilizar o
sistema de coordenadas retangulares em vez das coordenadas cilindricas, aqui

empregadas, ¢ usando as condigdes de simetria.
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Grande parte do custo computacional envolvido na solugio do problema aqui
estudado deve-se ao calculo dos coeficientes integrais, definidos pelas equagdes (4.12).
Um estudo minucioso desses coeficientes, buscando determinar solugdes analiticas,

constitui um bom ponto de partida para tentar minimizar esses custos.

Os resultados obtidos por este trabalho estabelecem os limites de aplicabilidade
do modelo simplificado de Camada Limite, uma vez que este modelo nfo consegue
representar, de forma confidvel, as caracteristicas do escoamento para valores baixos do

numero de Reynolds, em particular para posi¢des proximas da entrada do duto.

Dando continuidade ao presente trabalho, outras condi¢des de contorno podem
ser testadas para o problema, verificando-se a sua influéncia na taxa de convergéncia dos
resultados para os perfis de velocidade, bem como a sua concordancia com as solugdes

de Camada Limite, como no caso de paredes deslizantes ou injecio/suc¢do no contorno.

O problema de autovalor utilizado na solugdo do problema original apresenta um
tratamento numeérico complicado devido a presenga das fungdes de Bessel modificadas.
Outros problemas de autovalor podem ser testados como base para a expansdo de
autofungdes utilizada na solugdo, visando um melhor desempenho analitico e

computacional.

As futuras investigagdes do problema de escoamento em dutos anulares, podem
ser direcionadas para o estudo da transferéncia de calor no escoamento de fluidos
Newtonianos (como o caso aqui estudado) e ndo-Newtonianos, os quais estdo presentes
em diversas situa¢des na engenharia. Qutro passo importante na continuagio desse
trabalho é tratar o problema do escoamento turbulento em dutos anulares com modelos

diferenciais de turbuléncia bem estabelecidos.
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