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O presente trabalho realiza a modelagem matematica do processo de conducao de calor e
congelamento de uma goticula de agua super-resfriada. O objetivo deste trabalho é
desenvolver modelos reduzidos para uma goticula de &gua em duas situacdes, sendo que, na
primeira a gota esta suspensa, e todo o processo de congelamento em uma corrente de ar fria
é analisado, e a segunda com a gota apoiada em uma superficie superhidrofdbica, analisando
apenas o super-resfriamento da goticula, permitindo computacdes econémicas da evolugdo
das temperaturas e a analise do congelamento em todo o processo. O processo de
congelamento € descrito por quatro estagios, super-resfriamento, recalescéncia, solidificacdo
e resfriamento. Cada etapa, exceto recalescéncia, possui um modelo matematico da equacéo
de conducdo de calor e utiliza-se a Técnica das EquacOes Integrais Acopladas (do inglés,
CIEA), para reduzir o modelo eliminando uma variavel no sistema de equacGes. As equacdes
resultantes da CIEA séo resolvidas por um codigo computacional na plataforma Wolfram
Mathematica® para a goticula suspensa, e para a goticula apoiada, uma comparacéo entre a
aplicacdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) em combinacdo com
um modelo reduzido pelo uso da CIEA e o emprego direto da GITT é feita. Desta forma, 0s
resultados séo analisados através de comparagdes com outras técnicas de solucdo e através
de dados disponiveis na literatura e verificados numericamente. Além disso, é implementada
uma analise em diferentes valores de Biot, e pardmetros da goticula, que permitem

inspecionar sua influéncia no processo e na formulacdo matematica.
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The present work performs the mathematical modeling of the heat conduction and freezing
process of a supercooled water droplet. The objective of this work is to develop reduced
models for a droplet of water in two situations, the first one, with the droplet suspended, and
the entire freezing process in a cold air current is analyzed, and the second one, with the
droplet supported on a superhydrophobic surface, analyzing only the supercooling of the
droplet, allowing economic computations of the evolution of temperatures and the analysis
of freezing throughout the process. The freezing process is described by four stages,
supercooling, recalescence, solidification, and cooling. Each stage, except recalescence, has
a mathematical model of the heat conduction equation, and the Coupled Integral Equation
Technique (CIEA) is used to reduce the model by eliminating one variable in the system. The
resulting CIEA equations are solved by a computer code in the Wolfram Mathematica®
platform for the suspended droplet, and for the supported droplet, a comparison between the
application of the Generalized Integral Transform Technique (GITT) in combination with a
model reduced by CIEA and the direct employment of GITT is made. In this way, the results
are analyzed through comparisons with other solution techniques and through data available
in the literature and verified numerically. Furthermore, an analysis is implemented at
different Biot values, and droplet parameters, which allows inspecting their influence on the

process and the mathematical formulation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo serdo introduzidas as motivacdes que conduziram ao estudo da
solidificacdo de goticulas de dgua super-resfriadas utilizando modelos matematicos para a

simulacéo e os objetivos que norteiam a realizagéo deste trabalho.

1.1 Motivacao e Objetivo

O congelamento de goticulas de dgua super-resfriadas encontra-se em aplicacdes dos
mais diversos campos, dentre eles: aeroespacial e aeronautica, naval, transmissdo de energia
elétrica, meteorologia, refrigeracdo, criopreservacdo, e despertam o interesse de diversos
pesquisadores que buscam melhorar a eficiéncia das superficies superhidrofébicas,
hidrofébicas, hidrofilicas ou gelofébicas. Neste sentido, o tempo de congelamento das
goticulas de agua super-resfriadas € um parametro especialmente importante no estudo de
revestimentos para evitar o acimulo de gelo nas superficies solidas, sendo a industria
aeronautica particularmente afetada devido as condi¢des ambientais extremas em que as

aeronaves operam.

A concentracdo de gelo nos mais diversos componentes das aeronaves, COmo no
sistema de propulséo ou entradas de ar, reduz a eficiéncia destes sistemas, e gelo em sensores
aeronauticos como tubos de Pitot, podem causar erros de leitura nesses instrumentos. Entre
0s anos de 1986 e 1996 a Organizacdo Internacional da Aviacao Civil (ICAO siglaem inglés)
registrou mais de 40 acidentes aeronauticos envolvendo acimulo de gelo nas aeronaves
(CAOQ, et al., 2018) e por esse motivo, estudos sobre o0 acimulo de gelo nas superficies estdo

em destaque nos principais centros de pesquisa do mundo.

Para que seja possivel simular e analisar a solidificagdo de goticulas de dgua super-
resfriadas o conhecimento das etapas que governam este processo € necessario. Nos estudos
experimentais e numeéricos quatro etapas distintas sdo observadas neste processo de
solidificacdo de goticulas de dgua super-resfriadas (Figura 1.1). CHAUDHARY, LI, (2014)
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definiram cada uma dessas etapas como: 1. Estagio de super-resfriamento, durante o qual a
goticula liquida é resfriada de uma temperatura inicial para abaixo da temperatura de
congelamento até que ocorra a nucleagdo cristalina; 2. Estagio de recalescéncia, durante o
qual o super-resfriamento impulsiona o rapido crescimento do cristal de agua a partir dos
nucleos de cristal, 3. Estagio de solidificacdo, quando o crescimento do cristal da goticula
(frente de solidificacdo) é regido pela taxa de transferéncia de calor da goticula até o ponto
em que a goticula estd completamente congelado; 4. Estagio de resfriamento, quando a

temperatura da goticula solida é reduzida para a temperatura do ar ambiente.

—

=-I
Kl;-
®)

Temperature

Y

time

Figura 1-1 - Evolucdo da temperatura da goticula super-resfriada nos 4 estagios de
congelamento. 1. Super-Resfriamento, 2. Recalescéncia. 3- Solidificagéo, 4. Resfriamento.
(HINDMARSH, et al., 2003).

Com o conhecimento das etapas que ocorre na solidificacdo da goticula de agua
super-resfriadas e com a aplicacdo da modelagem matematica nas quatro etapas citadas acima
podem ser realizadas simulacdes pela solucdo das equacGes diferenciais e algébricas das
respectivas etapas, esté aplicacdo é de extremo interesse para os problemas de solidificagcdo
de goticulas super-resfriadas, uma vez que ela permitira a analise de diversos cenarios no
campo tedrico, de uma forma &gil e barata. Nesse contexto, uma abordagem hibrida
numerica-analitica robusta e econémica conhecida como Técnica da Transformacé&o Integral
Generalizada— GITT (COTTA, etal., 2016, DE SOUZA, et al., 2015) tem avangado na analise
do congelamento de goticulas de agua super-resfriada, com base em implementacGes de
soluces hibridas anteriores para problemas de conducéo de calor com dominio mével. AGITT
é Util para a solucdo de problemas com goticula suspensa, porém para a goticula apoiada no
substrato, a combinacéo com outras técnicas pode oferecer ganhos de agilidade e precisdo a essa

técnica. Neste sentido, espera-se que modelos reduzidos simplificados sejam particularmente



uteis na reducdo dos custos computacionais e do envolvimento analitico. Além disso, a CIEA
tem uma motivacao especial em tarefas intensivas em termos computacionais, tais como na
optimizac&o e analise de problemas inversos, quando o problema direto tem de ser resolvido
muitas vezes, ou quando a analise de dinamica populacional e as simulacdes estocasticas sdo
realizadas, exigindo um grande numero de amostras a serem simuladas. Portanto, um
procedimento de parametros concentrados, baseado na chamada Técnica de Equacdes
Integrais Acopladas (CIEA) (DOS ANJOS, et al., 2021,COSTA, NAVEIRA-COTTA, 2019,
REIS, et al., 2018) sera empregado como técnica para reduzir a formulacdo do problema
atual de transferéncia de calor. A formulacdo da CIEA oferece um aprimoramento substancial
sobre os esquemas classicos de aproximacdo em termos de precisdo, sem introduzir

complexidade adicional nas equagOes diferenciais simplificadas finais a serem tratadas.

Assim, o presente trabalho tem como objetivo aplicar modelos reduzidos na solucéo
da equacdo de conducéo de calor para o problema de solidificacao de goticulas de agua super-
resfriadas, com sua superficie sujeita aos fendmenos de conveccdo, radiacao e resfriamento
evaporativo e comparar com solu¢des numéricas e hibridas, como a GITT. Além disso, a
goticula sera analisada em duas situacOes distintas, a primeira com a goticula suspensa
envolta de uma corrente de ar frio (Fig 1.2a e Fig 1.2b) e a segunda para a goticula apoiada
em uma superficie superhidrofébicas e uma corrente de ar frio. Na primeira situagdo, todas
as etapas sao reduzidas através da CIEA, enquanto na situacdo com a goticula apoiada é
realizada a modelagem e a simulacdo apenas do primeiro estagio, porém comparando com
um cenéario de esfera ideal (Fig. 1.3a) e esfera deformada (Fig. 1.3b). Desta forma sera
possivel simular computacionalmente o tempo de congelamento e todos os fendmenos fisicos

presentes no problema proposto.
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Figura 1-2 - Configuracdo de uma gota esférica suspensa e sujeira a uma corrente de ar fria
e com os fenbmenos de fluxo de calor por conveccéo (qc), radiacdo (qr) e transferéncia de
massa (gm) e (b) Configuracdo de uma goticula esférica suspensa e movimento da frente de
solidificacéo.
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Figura 1-3 - Configuracdo de uma gota esférica apoiada em uma superficie com geometria
regular e (b) Configuracdo de uma gota esférica apoiada em uma superficie com geometria
irregular, ambas as configuracdes estao sujeitas a uma corrente de ar fria.



CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

O presente capitulo busca realizar uma revisao da literatura a respeito de trabalhos
que analisaram a solidificacdo de goticulas de agua super-resfriadas e a respeito da aplicacéo
da CIEA para reducdo de modelo matemaético e a abordagem da GITT como técnica de
solucdo de equagdes diferenciais. Desta forma, este capitulo esté dividido em duas secdes, a
primeira sobre a solidificacdo de goticulas de agua, onde foram discutidos trabalhos que
abordaram as goticulas suspensas em uma corrente de ar e/ou apoiada em uma superficie
hidrofébica ou hidrofilica. Ja a segunda secdo, aborda os métodos utilizados para a realizacdo
da analise numérica do presente trabalho, ou seja, uma revisdo sobre a GITT e a CIEA.

2.1 Solidificacdo de Goticulas de Agua

A solidificacdo de goticulas de dgua super-resfriadas esta sendo amplamente estudada
na literatura, com contribuicdes experimentais e numéricas. HINDMARSH, et al., (2003) €
visto como um dos principais artigos para a analise de uma goticula de d&gua suspensa e sujeita
auma corrente de ar fria. Em seu trabalho, a etapa de solidificacéo foi resolvida considerando
o0 problema de fase dupla de Stefan. Dois modelos diferentes foram considerados em relacéo
a distribuicdo interna de temperatura dentro das goticulas, um considerando a conducéo
térmica unidimensional transiente, com dominio moével na fase de solidificacdo, e o0 outro
considerando uma formulacdo de parametros concentrados na qual a temperatura das
goticulas foi assumida como espacialmente uniforme. Os autores compararam seu resultado
numérico com 0s obtidos por um experimento realizado, comprovando a eficiéncia dos dois
modelos propostos. Além disso, todas as correlagBes para a interacdo ar-goticula, sdo
encontradas no trabalho dos autores (HINDMARSH, et al., 2003), como para, 0S numeros
de Nusselt (Nu) e de Sherwood (Sh) e as massas especificas (pv), dadas pelas equacGes 2.1-
2.5:



Nu =1.56 +0.616(Re"? )(Pr'/?) (2.1)

Sh=1.56 +0.616(Re*? )(Sc'?) (2.2)
1.323 5417
T, (rt))= 19.83— 2.3
pv’l's( alr )) Tl,l(r’t)e)q{ Tl,l(r’t)J &3
RHF'?ZB [19 83— H para fase liquida
a
Pva = 1 323 (2.4)
RH{ lT [22 49——ﬂ para fase sélida
a
1.323 6141
Pvices | Tie i (7)) =———exp| 2249 —————— (2.5)
Jice, ( ~l( )) Tice,j(r’t) [ TICE](r t)J

Onde, Re € 0 nimero de Reynolds, Pr é o numero de Prandl, Sc é o numero de Schmit,
Ti1 € a temperatura da géticula no primeiro estagio e na fase liquida, Ticej € a temperatura da
goticula na fase s6lida e estagio j, onde j é o referente ao terceiro ou quarto estagio, RH é a

humidade relativa, r é o raio da goticula e t € o tempo.

Além disso, trajetoria, resfriamento e congelamento de goticulas de dgua em climas
frios sdo questdes importantes para modelagem e previséo de fendmenos de formacéo de gelo
em navios e estruturas offshore, tornando os trabalhos com goticula suspensa de importante
andlise para embarcacgdes. Devido as condi¢Ges ambientais adversas em mares frios e areas
oceanicas, a formacéo de gelo por pulverizacdo do mar é induzida pelo vento e pelas ondas
devido ao seu impacto na proa de embarcacfes maritimas e/ou na base de estruturas offshore.
(DEHGHANI-SANIJ, et al., 2017b, a, DEHGHANI-SANIJ, et al., 2020).

Em seus artigops DEHGHANI-SANIJ, et al., 2017b, DEHGHANI, et al., 2016, os
autores analisaram e modelaram a trajetdria e velocidade da goticula de 4gua ap6s o impacto

nas embarcacdes, mostrando a evolucdo da pulverizacdo da agua salgada e 0 movimento da
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nuvem formada pelas goticulas em um navio. Entretanto os autores inicialmente nao
analisaram o congelamento desta goticula, nem o tempo de congelamento das goticulas.
Porém, em seu recente trabalho, DEHGHANI-SANIJ, et al., (2020), estenderam suas
aplicacdes, analisando tanto a trajetoria da goticula salgada quanto o mecanismo de
congelamento que ocorre. Nesta contribuicdo, os autores seguiram 0 mesmo modelo proposto
por HINDMARSH, et al., 2003, ou seja, analisando os fendmenos de transferéncia de calor
por conveccdo, radiagdo e transferéncia de massa na interface ar-a4gua e a transferéncia de
calor por conducdo no interior da goticula. A diferenca foi que DEHGHANI-SANIJ, et al.,
(2020), utilizaram uma abordagem de solucdo semi-analitica, que foi validada e bem

empregada no estudo.

CARVALHO, et al., 2020, analisaram numericamente 0s quatros estagios presentes
na solidificacdo de uma goticula super-resfriada suspensa em uma corrente de ar frio. Os
autores modelaram o fendmeno fisico por equacdes diferenciais parciais ndo-lineares e
aplicaram a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) como solucdo destas
equacdes e com o desenvolvimento de um cédigo na plataforma Mathematica® os autores
obtiveram a evolucdo da temperatura da goticula em diferentes valores de Biot, de Stefan e
raio da goticula. Utilizando o mesmo modelo apresentado em CARVALHO, et al., 2020,
ANJOS, et al., 2021 apresentaram, numericamente, a evolucdo da goticula utilizando a
Técnica das Equacdes Integrais Acopladas (CIEA), com as aproximac6es Ho,o/Ho,0 € H1,1/Hoo
para obter um modelo reduzido das equacgdes diferenciais parciais. ANJOS, et al., 2021
analisaram a evolucdo da temperatura na superficie e no centro da goticula para diferentes
valores de Biot, de Stefan, raio da goticula e velocidade da corrente de ar frio. Os autores
tambeém compararam seus resultados com o da literatura e da técnica GITT, comprovando

que a técnica com modelo reduzido é uma solucdo atrativa para analisar este fenémeno fisico.

Os artigos citados acima, focaram na aplica¢do envolvendo o resfriamento da goticula
suspensa, ndao abordando mais uma importante aplicacdo que é o resfriamento da goticula
apoiada na superficie. Nesta aplicacdo de goticulas de agua super-resfriadas apoiadas em
superficies, o tempo de congelamento de goticulas de agua super-resfriadas também é um
pardmetro muito importante no estudo de revestimentos de superficies para evitar o acimulo
de gelo, como citado anteriormente. Muitas vezes o acUmulo por gelo tem efeitos

indesejaveis sobre as atividades humanas, sendo que mesmo uma pequena camada de gelo

7



formada pode causar danos catastroficos, como por exemplo a queda de linhas de transmisséo
de energia, o rompimento de tubulacbes e condigdes de voo perigosas para avides
(MISHCHENKO, et al., 2010).

TABAKOVA, S., FEUILLEBOIS, (2004) analisaram o congelamento de goticulas
liquidas imersas em ar frio, incluindo diferentes configuracdes na goticula, seja ela
completamente esférica a espalhada em uma superficie de apoio. Sua formulagéo foi baseada
nos problemas de fase Unica de Stefan. Além disso, 0 método de perturbacao foi utilizado
para obter a evolucdo da frente de congelamento em funcdo do tempo, mantendo a
temperatura da superficie goticula constante e igual a temperatura do ambiente externo. A
solucdo obtida através do método de perturbacdo foi comparada a solucdo puramente
numeérica, mostrando boa concordancia, exceto na regido proxima ao centro da goticula, onde

0 método de perturbacao ndo aderiu a abordagem numérica.

TABAKOVA, et al., (2010), estenderam o trabalho em TABAKOVA, FEUILLEBOIS,
(2004), ao incluir o fendbmeno de conveccdo de calor na superficie durante a fase de
solidificacdo das goticulas de agua super-resfriadas, a utilizacdo do problema de Stefan de
fase Unica e da aplicacdo do método da perturbacédo foi mantida. Com esses novos resultados,

0s autores entdo sugeriram correlacoes explicitas para estimar o tempo de congelamento.

ZHANG, X, et al., (2019) modelaram o congelamento de uma goticula de &gua em uma
superficie resfriada e com diferentes angulos de contato com aplicacdo do método de
capacidade de calor equivalente, conseguindo analisar o tempo de congelamento e a forma
da goticula, tanto experimental quanto numericamente. Em seu artigo, CHAUDHARY, LI,
(2014) estudaram o congelamento de goticulas de dgua estaticas em superficies hidrofilicas
e hidrofdbicas. Os autores gravaram experimentalmente a evolugdo da temperatura e
investigaram numericamente a transferéncia de calor durante o processo de congelamento de
goticulas de 4gua super-resfriadas, pelo método da entalpia, e conseguiram analisar todos 0s
4 fendmenos que ocorrem no processo de solidificacdo da goticula, assim como o avango da
frente de solidificagdo no congelamento da goticula. YAO, et al., (2020) apresentaram
estudos experimentais e numéricos sobre o congelamento de goticulas de agua em uma
superficie fria com diferentes temperaturas. O seu modelo numérico consiste em dois

estagios, o primeiro é com a equacao de conducgéo de calor, para determinar a evolugédo da



temperatura da goticula antes da ocorréncia de congelamento, ja o segundo € para simular o
processo de congelamento por meio de um modelo de mudanga de fase estendido. Os autores
realizaram experimentos com o objetivo de observar e registrar o processo de congelamento.
O perfil da goticula e a propagacdo da interface dgua-gelo em movimento durante o

congelamento foram obtidos a partir da analise de imagens.

2.2 Tecnica das Equac0es Integrais Acopladas (CIEA)

Uma gama dos problemas praticos de engenharia, como a solidificacdo de goticula
de agua super-resfriadas, é formulada por equacdes diferenciais parciais. Estas formulacdes
podem apresentar dificuldades associadas a um acentuado envolvimento analitico e/ou
consideravel esforco computacional. Desta forma, é interessante para o engenheiro buscar
métodos e formulacdes que possam simplificar este sistema de equacdes pela reducdo do
namero de varaveis independentes do problema e pela integracdo (média) das equacGes
diferenciais. Além disso, essa reducdo, precisa necessariamente reter as informacdes das
condicdes de contorno relacionadas a variavel que for eliminada, assim tornando uma

abordagem aplicavel a diversos problemas de engenharia.

A Técnica das EquacBes Integrais Acopladas (CIEA) é uma ferramenta bem
vantajosa por ser um destes método de reducdo e possibilita a elaboracdo de codigos
computacionais simples e ageis. O formalismo CIEA aproxima integrais dos perfis de
temperatura e fluxo por uma combinacéo linear do integrando e suas derivadas nos limites

de integragéo.

Na literatura, diversos trabalhos ja aplicaram a CIEA para obter uma solucdo de
modelo reduzido a partir de equacBes diferenciais parciais. CORREA, COTTA (1998)
aplicaram a reducdo da equagdo de conducdo de calor unidimensional em coordenadas
retangulares e bidimensional em coordenadas cilindricas, ambas lineares, pela abordagem
classica e CIEA. Os autores analisaram a CIEA utilizando as aproximacgdes Hoo/Ho,o,
H11/Hoo € H11/H11 em diferentes valores de Biot e compararam com a solucdo exata do
problema. Foi observado no trabalho que todas as aproximac6es apresentam bons resultados

para um baixo nimero de Biot, enquanto para numeros altos de Biot as formulac¢6es H1,1/Ho,0
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e H1,1/H1,1 s@0 as mais sugeridas para este tipo de problema, pois apresentam um erro menor

em relacdo a solugdo exata, quando comparado as aproximacdes cléssicas e a Hoo/Ho,o.

REGIS, et al., (2000) propuseram um modelo de parametros concentrados
aprimorado para a conducdo de calor transiente em uma barra de combustivel nuclear, onde
a regra trapezoidal corrigida unilateral (aproximacdo Hipo) foi empregada na integral de
temperatura média para o combustivel e a regra trapezoidal simples (aproximacgéo Ho) foi
empregada na integral de temperatura média para o revestimento e os fluxos de calor
Melhorando a aproximacdo de REGIS, et al., (2000), SU, COTTA (2001), trabalharam com
aproximagdes de ordem maiores (H1,1/Ho0) para conhecer a evolugdo de temperatura média
nas barras de combustiveis nucleares. Os autores também compararam seu resultado com a

formulagdo cléssica.

COTTA, et al., (1990) aplicaram pela primeira vez a CIEA para um problema de
mudanca de fase com o objetivo de desenvolver uma solugédo analitica aproximada para fusao
ou solidificacdo em uma placa de espessura finita submetida a uma temperatura prescrita
variavel no tempo em uma superficie e uma temperatura prescrita constante na outra
superficie. A acuracia das expressdes analiticas obtidas dessa maneira é examinada
comparando-se 0s resultados obtidos com os relatados na literatura. A influéncia de
pardmetros fisicos como o nimero de Stefan e a temperatura da superficie aplicada na

interface e fluxos de calor de contorno é examinada.

NAVEIRA, et al., (2009) apresentam uma solucdo hibrida numérica-analitica para
convecgdo forgada laminar transiente sobre placas planas de espessura ndo desprezivel,
submetidas a variagdes temporais arbitrarias do fluxo de calor aplicado na parede na interface
fluido-solido. No problema, os autores aplicaram primeiramente a CIEA para simplificar o
problema de conducdo de calor. Como resultado, uma formulacdo diferencial parcial
concentrada melhorada para a temperatura média transversal da parede foi obtida, para
resolver a equacdo resultante, a solucdo hibrida numérico-analitica baseada na técnica da
transformada integral generalizada (GITT), sob seu modo de transformacéo parcial, foi entdo
proposta, solucionando o problema transformado através da sub-rotina NDSolve na

plataforma Mathematica®.
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Mais recentemente, COSTA, NAVEIRA-COTTA, (2019), utilizaram a CIEA em um
estudo na producdo de Biodiesel em microrreatores. Os autores analisaram no trabalho um
modelo matematico ndo-linear acoplado de equaces diferenciais parciais de primeira ordem,
e com a CIEA foi possivel reduzir o modelo em um sistema de EDOs. CABRAL, et al.,
(2020) apresentaram uma modelagem matematica e abordagem de solucdo para o processo
de secagem de solidos esferoidais com aplicacdo de micro-ondas em meios porosos capilares
baseada nas equacdes de Luikov, consistindo em um sistema de equacdes diferenciais
parciais lineares e acopladas decorrentes de balancos de energia, massa e pressao dentro da
matriz sélida. Para reduzir este problema, os autores utilizaram da CIEA e a equacdo
simplificada foi solucionada numericamente por um c6digo computacional na linguagem de
programacdo FORTRAN 90/95, que utiliza a sub-rotina IVPAG da biblioteca IMSL. Os
resultados obtidos verificados com os disponiveis na literatura e mostraram concordancia

satisfatoria.

Nos ultimos anos a CIEA foi recentemente revisada em SPHAIER, et al., (2017),
aplicada para o caso da solidificacdo das goticulas super-resfriados em ANJOS et al., (2021),
como citado na Sec¢do 2.1, e nos mais diversos tipos de problemas de engenharia, além dos
citados acima, entre eles problemas de aletas, conjugados, secagem, sistemas de protecao
térmica aeroespacial, extracdo de metais por membrana, barras de combustivel nuclear,
trocadores de calor, microrreatores para sintese de biodiesel, nanocompositos, e entre outros
(AN, et al., 2017, CHENG, et al., 2018, REIS, et al., 2018).

2.3 Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT)

Com as limitacOes das técnicas de solugbes puramente analiticas para obter solugdes
exatas dos problemas, métodos hibridos estdo sendo cada vez mais utilizados, pois combinam
procedimentos analiticos e numéricos para a solucdo do problema. A GITT € uma das
principais técnicas hibridas atualmente, a qual tem origem nos métodos da separacdo de
variaveis e na Técnica da Transformada Integral Classica, e oferece precisdo controlada e

implementacdo computacional eficiente para varias classes de problemas, principalmente
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aplicada em mecanica dos fluidos e transferéncia de calor, sejam os problemas lineares ou
ndo (COTTA, 1990; MIKHAILOV e COTTA 1998, MATT 2013)).

Na década passada, os trabalhos de COTTA, et al. (2015,2016) apresentaram uma
nova abordagem para a aplicagdo da GITT em problemas ndo-lineares, onde as nao-
linearidades sdo incorporados junto com o problema de autovalor auxiliar. Os autores
ilustraram esta nova aplicagcdo em um problema de condugéo com condigéo de contorno néo-
linear e compararam com a abordagem mais tradicional da GITT, melhores taxas de

convergéncias para os resultados com a nova abordagem.

Além disso, a GITT possui uma rica aplicacdo para solugdes com problemas de
fronteira moveis, por exemplo, problemas de mudanca de fase, como nos trabalhos de
(COTTA, 1986; RUPERTI JR, COTTA 1991, RUPERTI JR, et al., 1992, RUPERTI JR, et
al. 1998, SIAS, et al., 2007, MONTEIRO, et al., 2011, CARVALHO, et al., 2021).

DINIZ, et al., (1990), aplicaram a GITT em um problema ablativo unidimensional
em placas planas utilizando trés tipos de fluxo de calor prescrito na condicdo de contorno,
sendo eles, fluxo constante, fluxo com variacdo linear temporal e fluxo com variagdo
parabdlica temporal. Por fim, os autores verificaram os seus resultados com os disponiveis

na literatura, apresentando uma boa aderéncia a eles.

Seguindo na aplicacdo dos problemas ablativos, SIAS, et al., (2007) combinaram a
utilizacdo da técnica do balanco integral com a GITT no problema apresentado por DINIZ,
etal., (1990). Foi possivel observar no trabalho que a combinacdo da GITT com a técnica de
balanco integral ofereceu resultados com convergéncias mais rapidas que o da aplicagédo
isolada da GITT. Assim, foi notado que a GITT pode ser combinada por outros métodos de
solugéo ou técnicas para reduzir o modelo e agilizar/melhorar a convergéncia de solu¢do. Em
outro trabalho, SIAS, et al., (2009) combinou a GITT com a CIEA, para um problema de
ablacdo com pirdlise em geometria plana e fluxo de calor prescrito. Como citado na se¢éo
anterior, a CIEA é utilizada para proporcionar a simplificacdo dos problemas através da
reducdo do numero de variaveis independentes e os resultados obtidos pelos autores
apresentaram uma boa convergéncia, mostrando a combinagdo da CIEA com a GITT é uma

ferramenta poderosa para simulacao.
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Para os problemas de solidificacdo, tema proposto da presente dissertacdo, &
encontrado recentemente na literatura o trabalho de CARVALHO, et al., (2021), também
citado na secdo 2.1, onde os autores aplicaram a nova formulacéo detalhada em COTTA, et
al., (2015,2016) para o problema da solidificacdo de goticulas super-resfriadas, nos 3 estagios
possiveis do processo (estagio 1: Super-Resfriamento, estagio 3: solidificacdo, e estagio 4:
resfriamento). O cddigo de solucéo foi resolvido na plataforma Mathematica® e com auxilio
da sub-rotina NDSolve, os autores conseguiram obter resultados proximos daqueles de outros
trabalhos numéricos, também validando com o trabalho do HINDMARSH, RUSSELL, et
al., (2003).

Desta forma, relembrando os objetivos do presente trabalho, que é aplicar modelos
matematicos para resolver numericamente os quatro estagios da solidificacdo da goticula
suspensa em uma corrente de ar frio, aplicando a técnica da CIEA como reducdo de modelo
e desenvolvendo um cdédigo no Mathematica® para resolver as equacdes reduzidas com a
sub-rotina NDSolve, preenchendo uma lacuna da literatura que é o detalhamento das
equacbes do problema proposto e aplicacdo de solucdes hibridas e alternativas. Para
comparar os resultados da CIEA, também foi desenvolvido um cddigo empregando a GITT
proposto em CARVALHO, et al., (2021), assim comparando os resultados da CIEA e GITT,
variando os parametros de Biot, velocidade do ar e raio da gota. Além disso, foi realizada a
modelagem para uma goticula apoiada em uma superficie superhidrofdbica, apenas para o
estagio de super-resfriamento, em duas configuracbes de geometria, considerando a goticula
com uma geometria esférica idealizada (geometria regular) e com uma geometria esféerica
deformada (geometria irregular). O modelo deste caso compreende a equacdo de condugéo
de calor bidimensional, em coordenadas esféricas, transiente e ndo-linear. Para a goticula
idealizada, o modelo foi reduzido com a CIEA (com aproximacao Hi1,Hop), aplicada ao
longo da coordenada radial, e resolvido pela GITT e NDSolve. Uma implementacao
utilizando a GITT completa para a solugdo também foi realizada, assim como uma
verificagdo do modelo por um cddigo resolvido inteiramente pela NDSolve. J& para a goticula
deformada, foi aplicado a CIEA (com aproximagdo Hi 1,Hop) para reducdo do modelo e a
equacdo resultante resolvida numericamente pela subrotina NDSolve. Desta forma, este
trabalho busca contribuir apresentando a modelagem matemaética detalhada das situacoes
citadas acima (goOticula suspensa, goticula idealizada, goticula deformada), como a
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implementacao da CIEA e GITT para a solucéo da equacéo de conducao de calor, ndo-linear,
bidimensional, em coordenadas esféricas, junto com resultados de analise paramétrica do

fendmeno fisico estudado.
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CAPITULO 3
MODELAGEM MATEMATICA

O presente capitulo destaca a modelagem matemaética para a solidificacdo de goticulas
de &gua super-resfriadas em duas situacdes, a primeira com a goticula suspensa em uma
corrente de ar fria (Fig 3.1), analisando a situacdo de resfriamento (Fig 3.1a) e mudanca de
fase (Fig 3.1b), e a segunda com a goticula apoiadas em uma superficie superhidrofdbicas e
sujeita a uma corrente de ar fria (Fig 3.2), sendo considerada uma situagcdo com a geometria
regular (Fig 3.2a) e outra situacdo com a geometria irregular (Fig3.2b). Assim, sera possivel
realizar o objetivo deste trabalho que é analisar o tempo de congelamento da goticula de agua

super-resfriada.

e qc
Ar m Ar am
hTa o hTa qr ~
r r
] Liquido
[ | Gelo
(a) (b)

Figura 3-1 - (a) Configuracdo de uma gota esférica suspensa e sujeita a uma corrente de ar
fria e com os fluxos de calor por conveccdo (qc), radiacéo (qr) e transferéncia de massa (Qm)
e (b) Configuracédo de uma goticula esférica suspensa e mostrando o movimento da frente
de solidificag&o.
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Figura 3-2 — (a) Configuracdo de uma gota esférica apoiada em uma superficie com
geometria regular e (b) com geometria irregular, ambas as configuracdes estdo sujeitas a
uma corrente de ar fria e com os fluxos de calor por convecgao (qc), radiagéo (qr) e
transferéncia de massa (gm) na fronteira.

3.1 Goticula Suspensa

Na formulacdo do balango de energia para o congelamento de uma goticula de 4gua
suspensa, sao consideradas as seguintes hipoteses:

i) A gota estd em repouso e imersa em uma corrente de ar, portanto sujeita a
conveccao forcada; ja que a transferéncia de calor é gerada por uma fonte externa;

ii) Para evitar trabalhar uma geometria desconhecida é considerado que a goticula
mantém a forma esférica durante todo o processo;

iii) Pela simetria da goticula suspensa, o processo de transferéncia de calor é assumido
como unidimensional na direcdo radial;

iv) Gelo e agua séo isotropicos e homogéneos, assim é possivel adotar propriedades
fisicas constantes no modelo;

v) As alteraces de massa especifica na interface liquido/gelo sdo desconsideradas;

vi) Na fase de recalescéncia, como ocorre experimentalmente,a temperatura da
goticula sera considerada uniforme e igual a temperatura de equilibrio para congelamento
(To);
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vii) Na fase de solidificacdo, a temperatura da fase liquida é considerada constante e
igual a T¢, ocorrendo a mudanca de fase, de liquido para sélido.
viii)Na superficie da gota, sdo incluidos os fenbmenos de conveccdo, radiacdo e

resfriamento evaporativo. A formulacdo das fases é detalhada nas subsec6es seguintes.

3.1.1 Estégio de super-resfriamento (1°)

O modelo do estagio de super-resfriamento envolve a equacéo transiente de conducéo de
calor unidimensional para um dominio fixo, 0 <I <Ry, temperatura inicial To e com

condi¢do de contorno nédo linear pela transferéncia de calor convectiva, transferéncia de
massa convectiva e transferéncia de calor radiativa, como esquematizado na Fig 3.3, e dado
pelas Egs. (3.1-3.4).

h,Ta ar

-

Figura 3-3 — Esquema simplificado de uma goticula de agua, na fase liquida super-
resfriada suspensa e sujeita a uma corrente de frente fria.

10 oty (r,t OTy(r,t
ng[rz"' —Ia(r )J=p|c| —Ié(’t ) O0<r<Ry, t>0 (3.1)
T (1) =To (3.2)
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6T|(r,t)

= -0 (3.3)

r=0

6T| (r,t)
or

-k =h[TI (th)_Ta]"'the[Pv,l,s (TI (R’t))_/)v,a]"‘ga[TI4 (R’t)_TaAfJ (3.4)

r=R

onde, Ty [K] é a temperatura da fase liquida no primeiro estagio, ki [W/mK] é a condutividade
na térmica na fase liquida, ¢ [J/kgK] é o calor especifico na fase liquida, To [K] é a
temperatura no instante inicial, Ta [K] é a temperatura do ar, h [W/m2K] é o coeficiente de
transferéncia de calor convectivo, hm [m/s] é o coeficiente de transferéncia de massa, ov,is
[kg/m3] é a massa especifica do vapor de agua na superficie da goticula, pv.a [kg/m3] é a
massa especifica do vapor do ar, ¢ é a emissividade da superficie da goticula, o [W/m?K*] é
a constante de Stefan-Boltzmann, Le [J/kg] é o calor latente de evaporacdo, r [m] é a

coordenada radial da goticula, e t [s] o tempo.

Os grupos adimensionais a seguir, Eg. (3.5), sdo utilizados nas Egs. (3.1-3.4) para
adimensionalizar este sistema de equacdes.

el,IZL’X:LfT= kit 2,Bilzhﬂ,Bimlzhml‘@Rw,
Ta Ry GaRy Ki K Ty
. oeR T p,I, 0]_’| (1,‘[)
i =TT 2T g o (1)) =22 ) @san
! Ta Pyva

Desta forma, as equacdes adimensinais a seguir sao obtidas,

izi(xz et (“)]zae“ (x.7) 0<R<1, 750 (3.6)
X OX OX ot
Oy (x,O) =0 (3.7)
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—%ﬂgxx’” ~0 (38)
x=0

—aglv'ag(x’f) - Hy =B, (0 (1.7)) 0y (17) (3.9)

B, (6, (1.7)) = Biy+Birf,* (1,7)+ pag, (61, (1.7)) Bim, (3.10)

H, = Bi, + Bir, + 22 Bim, (3.11)

V,0

Com o objetivo de simplificar as equacbes acima, é possivel adotar uma
transformac&o de variaveis para tornar as equacdes descritas em um sistema de coordenadas

retangulares ao invés de coordenadas esféricas. Propondo,

6, (x.7)=x6y (x,7) (3.12)
O seguinte sistema de equacéo ¢ obtido:

0%0; (x.7) 06 (x.7)

PV = 0<x<1, 7>1, (3.13)
6, (x,0)=x6,, (3.14)
6 (0,55)=0 (3.15)
o6, (x,7 * «
%H +B, (6] (1,7))6; (1.7)=H, (3.16)
Onde,
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B, (6] (1,7)) = Biy + Bir, > (1,7)+ pag, (6] (1.7)) Bimy, — 1 (3.17)

Pi a

H, = Bi, + Bir, + Bim, (3.18)

Pvo
3.1.2 Estégio de Recalescéncia (2°)

Para o estagio de recalescéncia ndo sdao necessarias equagdes diferenciais, ja que o
processo ocorre quase instantaneamente, como mostrado na Fig. 3.4. Uma vez que a
nucleacdo ocorre, para que seja possivel calcular os parametros necessarios do estagio de
recalescéncia, é necessario localizar os cristais de gelo inicialmente formados. Duas hip6teses
foram formuladas por Hindmarsh et al., (2003), a primeira é que a nucleacdo ocorre
inicialmente na superficie externa da goticula, sendo mais fria que o interior da goticula e,
portanto, atinge pela primeira vez a temperatura de nucleacdo. Isso leva a formacao de uma
casca esférica de gelo que se propaga para dentro ao longo do tempo. A segunda hipdtese,
por outro lado, considera que a nucleacdo ocorre de forma homogénea, com cristais
uniformemente dispersos por toda a goticula, formando uma mistura liquido-sélido com
aparéncia opaca. O modelo de recalescéncia baseia-se na premissa de que o calor necessario
para elevar a temperatura da goticula de Tn (temperatura de nucleacao) para T¢, deve ser igual
ao calor latente liberado para formar o volume de gelo produzido pela nucleagdo. A equacéo

proposta por HINDMARSH, et al., (2003) para estimar o volume de gelo é representada pela
Eq (3.19).

8) = Experm_mmal
< ‘l Numerico
= 5t

B \ Recalescéncia

B \ X

& of |\ N\ ———

3 \\ "‘. Y

=] \ \ Y

£ -5 \

o \ 4

-] \ A

E =10 \

s

&

I;E \_

10 20 30 40 50 60 70 80
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Figura 3-4 — Evolucdo da temperatura no centro da goticula, mostrando que o estagio de
recalescéncia ocorre quase instantaneamente. Adaptado HINDMARSH, et al., (2003).
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:Vdpclpl (7:: _Tn) (319)
I—:Oice

V.

ice

onde, Vice [m?] é 0 volume de gelo, Vg, [M?] é o volume da géticula, ¢ [J kg™ K] é o calor
especifico da goticula na fase liquida, pi [kg m?] é a massa especifica da goticula na fase
liquida, pice [kg m~] é a massa especifica da goticula na fase sélida (gelo), L [J kg™] é o calor
latente de solidificacdo, T¢[K] € a temperatura de congelamento e Tn [K] a temperatura de

nucleacdo.

Para a hipdtese de uma casca esférica na superficie, a posicao inicial da interface (Rini), é
obtida a partir da formula para calcular o volume dela, como segue:

Ry = 3Ry — e (320)

ni 471_

Para a segunda hipdtese, uma mistura agua-gelo pode ser considerada como uma fase
uniforme, e h4d uma distribuicdo homogénea do gelo formado ao longo da goticula; no
entanto, o calor latente L deve ser substituido por um novo valor em rela¢do a mistura agua-

gelo, Lm dado por:
Ly =L[1-Cp (T =T, )/ Ly | (3.21)

3.1.3 Estagio de Solidificacao (3°)

O modelo de estagio de solidificacdo envolve a equacgdo transiente de condugdo térmica
unidimensional para um dominio variavel ao longo do tempo, s(t) < r <Rg4, novamente com
uma condicdo de contorno nao linear no contorno fixo que representa a transferéncia de calor

convectiva, transferéncia de massa evaporativa e transferéncia de calor radiativo, e
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temperatura prescrita, T, no limite movel, simplificado na Fig. 3.4 e dado pelas Egs.(3.22-
3.25):

Qe

Ar COm
h,Ta ar \
r
[ Liquido
B Gelo

Figura 3-5 -— Esquema simplificado do terceiro estagio (solidificacdo) de uma goticula de
agua, na mudanca de fase, suspensa e sujeita a uma corrente de frente fria.

10 Ol (1,1 Ol (1t
r_za(rzkice %)}:picecice% S(t)<r<Rd: [>1, (3.22)
Tie (11t2) =T, (3.23)
Tie(s(t),t) =T (3.24)
Ol (r,t
_kice % = hI:Tice (Rd ’t) _Ta:| + hm Ls [pv,ice,s (ﬂce (Rd ’t))_pv,a]

r=Ry (3.25)

+eo| T, (Ry, 1) T4 |
Onde, Tice [K] € a temperatura na fase solida para o estagio de solidificacdo, Tt [K] € a
temperatura de congelamento, s(t) [m] é a posicéo da frente de solidificacdo, kice [W/mK] é
a condutividade térmica da fase sélida, cice [J/kgK] é o calor especifico na fase solida, Ta [K]
é a temperatura do ar, h [W/m2K] é o coeficiente de transferéncia de calor por conveccao, hm
[m/s] é o coeficiente de transferéncia de massa, pv,ices [kg/m®] € a massa especifica de vapor

da goticula na superficie da fase sélida, pv,ice.a [kg/m3] € 0 massa especifica do vapor no ar,
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& é a emissividade da goticula, o [W/m?K?*] é a constante de Stefan-Boltzmann, Ls [J/kg]

calor latente de sublimacao, r [m] é a coordenada radial da gota, t [s] é 0 tempo.

A equacdo diferencial que representa o equilibrio térmico na frente de solidificacdo
dependeréa da hipdtese adotada para localizar o gelo formado na fase de recalescéncia. Para a
hipdtese da formacdo de uma casca esférica na superficie da goticula, a posi¢do do limite

movel € determinada a partir de:

os(t) OTie (1.1)
e o
r

I—pice (326)

r=s(t)

s(t; ) = Rin (3.27)

Para a hipotese de uma distribuicdo uniforme do gelo inicialmente formada, a equacédo

diferencial para o limite mével é escrita como:

os(t OT. (1.t
L Pice # = Kice % (328)
r r=s(t)

s(t;) =Ry (3.29)
Para esta terceira etapa, sdo utilizados os seguintes parametros adimensionais:

Tie =T _ h.LR oeRy TS
L L S 21Bi3:hRd1B|m3:m5—devO’ ir, =250

Ta _Tf Ry Cice Pice Ry kice kice(Ta _Tf ) kice

Ta _Tf 1
p= T ,V(t)=s(t)/ Ry, n(t)=1-v(t) (3.30.a-i)

f

A formulacdo matemaética adimensional resultante para o estagio de solidificacdo torna-se:
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1 0 X*25t93(x*,t) 06;(x' 1)

= V(r)<x <1, t>
X2 ox ox or (r)<x T>7, (3.31)
ACRAR (3.32)
93 (V(T): T) =0 (333)
80, (x", (0 (Le)) =
_M = B|3 (03(],T)—])+Blm3 pV,ICeys( 3( T)) pv,a n
ox Pvo
- (3.34)
. 3 3 2 2 T4 1
Biry | 03 (1,7)(05° (1,7) B° + 4052 (1,7) B + 605 (1) f+4) + -2 ;
f
Onde,
T -T
’- aT f (3.35)
f

com as equaces diferenciais de limite movel adimensional, para cada hipétese de formacéo
de gelo durante a recalescéncia, dado por:

W(xr) 1) -
X St or .
y=v(r)
R. .
)= (3.37)
Rd
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603(x*,r) L, 1 0v(r)
X LSt or
y=v(z)
V(z,)=1
Onde,
St = Cice (Ta Tf )
L

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Seguindo o mesmo procedimento adotado no primeiro estagio (super-resfriamento), é

possivel simplificar o modelo das Egs. (3.31-3.39) aplicando uma transformacéo (3.41), para

descrevé-las em um sistema de coordenadas cartesianas, como segue:

O,(x,1)=x Oy(x 1)

Apos a aplicacdo da Eqg. (3.41), o novo sistema de equacdo a seguir é obitido:

s (¥ 1) 0 (x 1)
X 2 - or

V(t)<x <1, t>1,
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(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



Sendo,

2% 2 *
B, (9;;e (1,‘[)) = Biy +4Bir, {1 + B0 (1,7)+ M%(”)} [1 + M‘“T(“)}

(3.46)
Vi Qi* 1t
L s (s (1.7)) Bim, —1
pv,ice,a
. . Ta4 1 Puang.
T p
f v,0
Por sua vez, as equacOes da fronteira mével sdo dadas por:
M :iv(,)av(f) (3.48)
ox X St ot
X =v(z)
R .
V(z, )=—"1 (3.49)
Ry
o (¥ 7) 1,20 (3.50)
X" L St or
x=v(7)
V(t,)=1 (3.52)

Além disso, para trabalhar com um dominio limitado em ]0,n(z)/, a seguinte

simplificagdo pode ser utilizada:
x=1-x (3.52)
n(z)=1-v(t) (3.53)

26



Aplicando as Egs. (3.52 e 3.53), no sistema de equacao (3.42-3.51), obtemos:

629;;9 (x,r) _ ﬁﬁi*ce (x,r)

" ™ O<y<¥(z), z>71, (3.54)
Ore (%,7,) =0 (3.55)
Oe (n(7),7)=0 (3.56)
a6, (x, . -
(1) B () 00)= (357)
Onde,

N B26;.2 (0,1)}{“ SO, (0,1)}

By (65 (0,7)) = Biy +4Birs {1 + B0 (0,7)

2 2
(3.58)
vice,s Hi*ce 0"[
+p’ ’ ( ( ))Bim3—1
Pva
I T11 P
Hy =By +Bin| 1-—=, | =+ Bim, (3.59)
f pv,o
e as equacdes para a fronteira movel dadas por:
00ice (x.7) —_Lan) on(z) (3.60)
OX St ot
X =n(z)
Rini
V(Tz):I—R— (361)

d
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e (o) Ly 2 20
T |, TratTOSS o2

x =v(z7)
n(z,)=0 (3.63)

3.1.4 Estagio de Resfriamento (4°)

O modelo de estdgio de resfriamento envolve novamente a equacdo transiente de
conducéo de calor unidimensional para um dominio fixo, 0 < r < Rq, com uma condicao de
contorno néo-linear que inclui a transferéncia de calor convectiva, transferéncia de massa
convectiva e transferéncia de calor radiativa. A principal diferenca entre o primeiro e o quarto
estagio esta no estado fisico da goticula, e, também, o valor e no instante da temperatura

inicial, representado na Fig 3.6 e dado pelas equagdes abaixo:

Figura 3-6 - Esquema simplificado do quarto estagio (resfriamento) de uma goticula de
agua, na fase solida (gelo), suspensa e sujeita a uma corrente de ar frio.

10 oT. . (r,t oT..(r,t
r_za[rzkice %]:picecice% 0<I"<Rd, t >t3 (364)
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Tiee (N1t3) =Ty (r); (3.65)

T (PO _ (3.66)
or r=0
T (1,1)
—Kice a— =h [Tice (R1t) _Ta] +hy L [pv,ice,s (Tice (R’t)) - pv,a:l
r r—R (3.67)

+eo| Tt (R1)-T;' |

Onde, Tice [K] € a temperatura na fase sélida para o estagio de solidificacdo, Tr [K] € a
temperatura de congelamento, s(t) [m] é a posicdo da frente de solidificacdo, kice [W/MmK] é
a condutividade térmica da fase sélida, cice [J/kgK] é o calor especifico na fase solida, Ta [K]
é a temperatura do ar, h [W/m2K] € o coeficiente de transferéncia de calor por convecc¢éo, hm
[m/s] é o coeficiente de transferéncia de massa, pv,ices [kg/m3] é a massa especifica de vapor
da goticula na superficie da fase solida, pv,ice.a [kg/m3] é 0 massa especifica do vapor do ar, &
é a emissividade da goticula, o [W/m?K*] é a constante de Stefan-Boltzmann, Ls [J/kg] calor

latente de sublimacéo, r [m] é a coordenada radial da gota, t [s] é o tempo.

Os grupo adimensionals, Eq. (3.68), sdo utilizado nas Egs. (3.64-3.67) para

adimensionalizar este sistema de equacdes:

. oeR, TS
9ice,4:-rli1 X:L, = Kicel 21Bi4:h&1 Bim4=—thstpV*o, BII‘4 :¢,
Ta Rd CicepiceRd kice kiceTa k|
T, (R
040 = y (3.68.a-0)
a
Desta forma, as equacdes adimensinais a seguir sao obtidas,
00, ,t 00, Jt
izi 2 Dcea (1) | _ e (1-1) 0<x<1l, t>14 (3.69)
X OX OX or
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0ice,4 (x’ T3) = eg 0 (Rd ) (3.70)

8'9ice4(x’r)
- = O
2 (3.71)
x=0
o6, ,
ice 4 (X T) =H, - B+4 (eice,4 (x»r))eiceA (x)-[) (3.72)
oX _
Onde,

N pv,ice,s (eiceA (I’T))

By (Oices (1,7)) = Biy + BiryOge 4 (1,7) Bim, (3.73)
Py a
H Bi . Pa o
4, = B, +Bir, + —=Bim, (3.74)
pV,O

Mais uma vez, empregando uma transformacdo de varidvel para descrever as equacfes em

um sistema de coordenadas cartisiano, fazemos:
eice (x’T):xeiceA (x,r) (3.75)
Assim, o seguinte sistema de equacao € obtido:

0*Ore (x.7) _ 0l (x.7)

o2 . 0<x<1, 7>14 (3.76)
ei*ce (x:Ts) :xeg,O(Rd) (3.77)
Ore (0.74) =0 (3.78)
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0., (x.7)

o~ +B, (6 (1.7)) Oie (1,7) = H, (3.79)

Onde,

x 3 (],‘L')+ pv,ice,s (Hi*ce (]’T))

B, (0re (1.7)) = Biy + Bir, Oy, Bim, —1 (3.80)
Pua
H _ B H pV,a H
4 =Bl +Bir, + Bim, (3.81)
pV,O

3.2 Goticula Apoiada em uma Superficie

Para a modelagem matematica da goticula apoiada em uma superficie, duas situacdes
sdo analisadas apenas para o0 primeiro estagio, o super-resfriamento. Primeiramente é a gota
é considerada com seu formato esférico ideal, com o dominio regular, onde a superficie da
gota é dividida em duas regibes. A primeira regido estd em contato com uma corrente de ar
frio, e a segunda regido representa a superficie da goticula em contato com a base
superhidrofobica. A segunda situacdo a regido da goticula em contato com a base apresenta
o dominio irregular para representar a deformidade existente quando a gota esta repousada

na superficie. O detalhamento de cada situacdo € mostrado neste capitulo.

3.2.1 Goticula com dominio fixo

Para a modelagem da gota apoiada em uma superficie, com dominio fixo, as seguintes

hipdteses séo adotadas:

1. As goticulas estdo em repouso e imersas em uma corrente de ar, desta forma no

mecanismo de transferéncia de calor o fluido se move por uma fonte externa;
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2. Para evitar trabalhar com geometria desconhecidas, a expansdo que ocorre na
solidificacdo da &gua é desprezivel neste trabalho, assim é adotado que as goticulas mantém

seu volume e forma inicial durante todo o processo;

3. Como a goticula esta apoiada em uma superficie, ndo sera possivel adotar uma
simetria zenital, assim a analise de transferéncia de calor é feita por um modelo bidimensional

transiente em coordenadas esféricas, com as variaveis radial (r), zenital (¢) e tempo (t).

5. A superficie é superhidrofdbica, ou seja, a gota possui um angulo de contato com
0 substrato superior a 150°.

6. A mudanca de massa especifica na interface liquido/gelo serd desprezada, assim

como o escoamento induzido na fase liquida.

7. As goticulas mantém seu formato esférico e é considerado como se elas estéo

parcialmente imersas na superficie.

Além disso, a transferéncia de calor na superficie em contato com o ar serd governada
pelos trés mecanismos, conveccgao, radiacdo e resfriamento evaporativo, enquanto na regido
em contato com a superficie é governada por uma resisténcia térmica de contato ou com uma
temperatura conhecida, com a goticula parcialmente imersa na superficie, como mostrado na
Fig. 3.7:

h,Ta

;> 150°

he, Ty
Superficie de Contato

Figura 3-7. Configuracdo de uma gota esférica apoiada em uma superficie para o primeiro
estagio: super-resfriamento. Sendo a regido destacada em azul a interface goticula-
superficie, em que a goticula é considerada parcialmente imersa na superficie.
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A etapa de Super-Resfriamento para esta situacdo é descrita fisicamente pela equacéo de
conducéo de calor transiente Eq. (3.82) e com as condi¢des iniciais (3.83) de contorno (3.84-
3.87), (KAKAG, et al. 2018).

o, ot or? r or r? Singo% op >0

O0<r<R
iaT/(r,(p,t):azT/(r,go,t)+gaT/(r,(p,t)+ 1 0 [Sin(oaT,(r,go,l)j om {0<¢<18‘80 (3.82)
Condicéo Inicial
T,(rp0)=T, (3.83)

Condic¢bes de contorno:

Condicgoes de contorno para o limite zenital

a.(ret) _, (3.84)
Oop =0

a(red))  _, (3.85)
O P=180°

Condic¢oes de contorno na direcdo radial

—k/w =h,(T,-T,) : se 180°<p<g; (3.86)
r r=R;

oT,(r,p.t)
—k, o

or = h(T/ _Ta)"'hml-e(pv,/,s(T/)—pvya)+8O'(T/4 —Ta4) cse g < <0° (3.87)

r=Ry

onde, T, [K] é a temperatura da fase liquida no primeiro estagio para a goticula apoiada, ki
[W/mK] é a condutividade na térmica na fase liquida, ci [J/kgK] é o calor especifico na fase
liquida, To [K] é a temperatura no instante inicial, Ta [K] é a temperatura do ar, Tp [K] é a
temperatura da base que a goticula esta apoiada, h [W/m2K] é o coeficiente de transferéncia
de calor convectivo entre o ar e a goticula, hc [W/m2K] € o coeficiente de transferéncia de
calor convectivo entre a base e a goticula, hm [m/s] é o coeficiente de transferéncia de massa,

Py s [kg/m3] € a massa especifica do vapor de agua na superficie da goticula, pva [kg/m?] €

a massa especifica do vapor do ar, ¢ ¢é a emissividade da superficie da goticula, o [W/m?K*]
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¢ a constante de Stefan-Boltzmann, L. [J/kg] é o calor latente de evaporacdo, r [m] é a

coordenada radial da goticula, e t [s] o tempo.

Para simplificar a equacdo, a transformacdo u = cos ¢ € adotada. Desta forma, a seguinte

equacao é obtida com suas condic¢des de contorno e inicial.

A av(rut) 0T, (rmt)  20T,(r.pt)

a, ot or? r or
5 - 0<r<R, (3.88)
+%a—((1—ﬂ2)%j em 1-l<u<l
oK a t>0

Condicéo Inicial
T,(rw0)=Ty (3.89)
Condicg6es de contorno:
Condic¢bes de contorno para o limite zenital
or,(r,ut

H -
or,(r,ut

ou e
Condicdes de contorno na diregéo radial
k, Trw)p oy (T,-T,) : se —1<pu<u, (3.92)

or

r=Ry

oT,(r,ut)
e or

=h(T/ _Too)"'hm'-e(Pv,/(T/)_pv,w)"'ga(T,A—Ti) Dose uy <u<l (3.93)

r=Ry

O sistema de equacdes, (3.88-3.93) é adimensionalizado utilizando os seguintes grupos

adimensionais
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* * *

p=ll o oatg Ug Lol ypogrg bl T T
AT [ [ AT AT AT
T =T, (3.94)

Assim, 0 novo sistema de equacdes € representado pela Eq. (3.95-3.104).

00(R,u,t) °0(R,u,1) L200(Rpt)

o oR? R OR
O0<R<1 (3.95)
_1_%82((1_#2)—89(];,%7)) em —I<u<l
# # >0
Condicéo Inicial
O(R.1,0)=6, (3.96)
Condicg6es de contorno:
Condic¢bes de contorno para o limite zenital
OO(R pt)l  _, (3.97)
a’u u=1
OO(R, 1,7) _0 (3.98)
ou .
Condig0es de contorno na direcdo radial
00(R,u,7) _{ Bi, O(R,u,7)— Biy0,: se —1<u<p; (3.99)
oR gy BI(@(R,,u,r))@(R,,u,r)—HI ose py<p<l -

Ou, na seguinte forma:

35



_00(R 1)

= =B, (0(R,1,7))0(R, 1, 7)~ H, (3.100)

R=1

Sendo o contorno na superficie da goticula diferente, a depender da regido, como segue:

Bi, : se —l<u<pu;

(3.101)
(G(R,,u,r)) ose up<p<l

B, (Q(R,,U; T)) = {B*
1

\ (3.102)

Hl:
H, @ se pus<u<l

2,2 _
B, (0) = Bi, +4Bir; {1+59+%}[1+%}+M3in& (3.103)

Pv jice,a

H; = Bi; + Bir, + 2“2 Bim, (3.104)

Pvo
3.2.2 Goticula com dominio irregular

A situacdo com o dominio irregular segue as mesmas consideracfes adotadas da caso
anterior, sendo a principal diferenca é que a regido em que ocorre 0 contato da base com a
goticula achatada (Fig 3.8), com temperatura prescrita e a regiao com o ar possui volume
equivalente a com a gota idealizada. Neste sentido, as Eqs (3.105 — 3.114) mostram o sistema
de equac0es adotado para este caso.

h,Ta

Superficie de Contato

Figura 3-8 Configuragdo de uma gota esférica apoiada, com geometria irregular, em uma
superficie para o primeiro estagio: super-resfriamento. A regido destacada em vermelho é a
interface goticula-superficie.
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L aT(ret) _O°T,(ret)  20T,(r.pt)

a, ot or? r or
0<r<ry(p) (3.105)
- Ol sing Tt o<y 180°
r°Sing op O0p (50

O limite superior na direcdo radial dependente do angulo zenital e segue as

seguintes condi¢oes:

r*
@ (3.106)

. se g >¢p>0
I =
d(¢) My (p) se ¢f <p<I80°

Onde, r;;é 0 raio da gota na regido em contato com o ar, sendo obtido para a partir
de um volume equivalente da gota esférica idealizada e obtido pela raiz da Eq. (3.107), sendo
Vi é 0 volume da goticula idealizada. Iy () é o limite radial na regi&o de contato da base

com a gota, na regido deformével, sendo calculada pela Eq. (3.108).

Vgi = %mﬂgcz —%F[_”;c cos(]80—qof )+r§c][2rgc 7y cos(180—(of )] (3.107)
i (¢0) =1y cos(p; ) sec(p) (3.108)

Além disso, o problema apresenta as seguintes condi¢es iniciais e de contorno:

Condicéo Inicial

T,(re0)=T; (3.109)

Condic¢oes de contorno:
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Condicbes de contorno para o limite zenital

oT(ren)| g
op =0
aT/( r 9, t) 0
2

Condicbes de contorno na diregéo radial

(3.110)

(3.111)

Sendo a condi¢do de contorno na superficie da gota, condicionada de acordo com a

regido, com uma dependéncia em o, e dada pelas Eqgs. (3.112 e 3.113).

T/(rgf ((0);(/”):71)

oT,(r,p,t
_k/' % . = h(T/ _Too)+the (:Ov,/(T/‘)_pv,oo)""("o-(T/4 _Toj)
r=ryc
Adotando, também, a transformacdo u = cos ¢, abaixo
Hn=cos @

As equac0es transformadas do problema seguem o seguinte formato:

Lot (rpt) 8T, (rut)  20T,(r.pt)
a, ot or? r or

O<r<ry(u)

+ii((l_ﬂ2)—89/(r,,u,t)] em —-I<u<l

29 0
R ou K >0

Condicéo Inicial

T/(ruu)o):%

Condig0es de contorno:

Condig0es de contorno para o limite zenital

38

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)
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oT,(r,pt)

! _o (3.117)
H“ u=1I
a(ruwt)l (3.118)
a'u pn=—1

Condicgoes de contorno na direcao radial,
T,(r (). pt)=T, (3.119)

oT,(r,ut)
—k, o

pn =h(T, ~T,)+ Lo (A (T, )= py )+ 20 (T,* - T3 (3.120)

I =y

onde, T, [K] é a temperatura da fase liquida no primeiro estagio para a goticula apoiada na

geometria deformada, ki [W/mK] é a condutividade na térmica na fase liquida, ¢ [J/kgK] é
o calor especifico na fase liquida, To [K] € a temperatura no instante inicial, Ta [K] é a
temperatura do ar, Tp [K] é a temperatura da base que a goticula esta apoiada, h [W/m2K] é
o coeficiente de transferéncia de calor convectivo entre o ar e a goticula, hc [W/m2K] é o
coeficiente de transferéncia de calor convectivo entre a base e a goticula, hm [m/s] é o

coeficiente de transferéncia de massa, p, ., [kg/m?] € a massa especifica do vapor de agua

na superficie da goticula, pv.a [kg/m?3] é a massa especifica do vapor do ar, € a emissividade
da superficie da goticula, o [W/m?K*] ¢ a constante de Stefan-Boltzmann, Le [J/kg] € o calor

latente de evaporacdo, r [m] é a coordenada radial da goticula, e t [s] o tempo.

Para adimensionalizar as equagdes (Eq. 3.115 — 3.120), os seguintes grupos séo adotados,

p=11 . T1=Off§; R=— 9@0=T°°_T : AT*=T0—T*9b=—Tb_T ; O ool
AT My [ AT AT AT
T =T, (3.121)

Desta forma, aplicando as Egs. (3.121) nas Eqgs. (3.115 — 3.120) obtém-se.
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89(R,,u,r)_LE(RZGH(R,/J,I)}
o, R? OR OR

- ” 0<R<Ry (1) (3122
+——((1—/x2)Mj em { —I<p<lI

R? 9 9
H # >0
Ou na seguinte forma,
O0(R,u,t) °O(R,u,7) L 200(Rpt)
or oR? R @R
0<R<Ry(x) (3.123)
+%§((1—ﬂ@%j em —I<u<l
" a >0
Condicéo Inicial
O(R,1,0) =06, (3.124)
Condicg0es de contorno para o limite zenital
R . DRpT) (3.125-3.126)
o | |y
Condicgoes de contorno na direcdo radial,
O(Ry (1), 1.7) =6, (3.127)
00,(R, u,t
SR B (0, (R 0)0, (Rt t)-H, (3.128)
oR Rl
Sendo:
2,2 )
B, (O(R,1.t)) = Bi +4Bir{]+ﬂ9 +&}[l+ﬁ}+p"’Ls(9)Biml (3.129)
2 2 pv,ice,a
H = Biy + Bir, + 22 Bim, (3.130)

V,0
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CAPITULO 4

4. REDUCAO DE MODELOS E METODOS DE SOLUCAO

Neste capitulo sera apresentada a metodologia utilizada para obtencéo dos resultados
do presente trabalho. Incialmente é apresentado o formalismo da CIEA e as aproximacdes
utilizadas para reduzir o modelo, além de uma revisdo sobre o procedimento da Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT). Em seguida, a CIEA serd empregada em cada
uma das etapas do processo de congelamento de uma goticula de 4gua suspensa, com exce¢do
da etapa de recalescéncia, pois como discutido anteriormente, ocorre instantaneamente. Para
a GITT o detalhamento destas etapas € disponivel em Carvalho, et al., (2021) e ndo é
explicitamente detalhado neste capitulo. Além disso, a CIEA e a GITT séo aplicadas para
goticula apoiada em uma superficie, sendo utilizada primeiramente uma combinacao da das
duas técnicas aplicada na solucédo do problema para uma gota esférica apoiada. Em seguida,
0 mesmo problema é resolvido pela aplicacdo direta da GITT e, também, € detalhada a
reducdo do modelo pela CIEA para a goticula esférica deformada. A Tab 4.1 resume o
modelo fisico utilizado e quais técnicas / aproximacfes foram utilizadas para reduzir /

solucionar o modelo proposto.

Tabela 4-1 - Abordagens / combinacdes utilizadas para a analise dos modelos fisicos.

Modelo Fisico Técnica / Aproximacédo Utilizada

Goticula Suspensa CIEA (Ho,o/Ho0 € H11/Hop), GITT, NDSolve

Goticula Apoiada

_ CIEA (H1.1/Hoo), CIEA(H11/Hop) /GITT, GITT, NDSolve
(Idealizada)

Goticula Deformada CIEA (H1,1/Ho,)
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4.1 Modelo Reduzido

A CIEA é um procedimento de C utilizado frequentemente em problemas de difuséo
e conveccdo-difusdo (COTTA, MIKHAILOV, 1997). Esta técnica consiste em eliminar uma
ou mais variaveis espaciais a partir de médias nestas direcdes, pela integracdo da equacéao
original, na variavel eliminada retendo as informagGes nesta direcdo atraves das condigdes
de contorno relacionadas. Desta forma, € possivel obter uma formulacdo simplificada do
sistema de equacOes diferenciais parciais originais. Diferentes niveis de aproximacdo na
reformulacdo podem ser utilizados, comecando pela analise de pardmetros concentrados
classica. Formulagdes melhoradas podem ser obtidas através da aproximacdo de Hermite
para integrais (COTTA, MIKHAILOV, 1997). Tal abordagem vem sendo empregada em
diferentes problemas de mecéanica dos fluidos e transferéncia de calor (APARECIDO,
COTTA, 1989; COTTA, MIKHAILOV, 1997; CORREA, COTTA, 1998).

A férmula de Hermite para aproximacdo de uma integral, baseada no valor do
integrando e de suas derivadas nos limites da integracdo, é dada na seguinte forma (COTTA,
MIKHAILOV, 1997):

Xi

a B
I y(x)dx zz vai(_vl) + Z Dvyi(v) (4.1)
v=0 v=0

Xi—1

Onde, a fungéo, y(X), e suas derivadas y’(x) sdo definidas para todo dominio de x, (Xi-
1,Xi). Além disso, assume-se ainda que os valores numéricos de yM(xi.1) = y™ i1 para
v=0,1,2,..., o« e para yM(xi) =y™ i para v=0,1,2,...,3, estdo disponiveis nos limites deste

intervalo.

De tal maneira, a integral de y(x) é expressa como uma combinacéo linear de y(Xi-1),
y(xi) e suas derivadas, y™(xi.1), até a ordem v=cx e y"(xi.1) até a ordem v={3. Isto é entdo
chamada aproximagdo Hab. A expressao resultante para a aproximacdo Hap é dada por

(COTTA, MIKHAILQOV, 1997):

X a a
[ yoom= (i + D Cu (o) (1) KV sf* + o) (4.2)
v=0 v=0

Xi—1
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Onde

hi =X —Xj_1 (4.3)
(a+1)/(a+ﬂ+l—v)/
C =
)= v )i(a e pe2) (4.4)
Para o presente trabalho, foram considerados as aproximac6es Ho,o e H1,1 dadas por:
h h
Hoo = [ Y()dx=2[y(0)+y(h)] (4.5)
0 2
H —>jh (x)dx~n[ (0)+ (h)]+ﬁ[ '(0)-y'(h)] (4.6)
11 0 y =3 y y B y y .

Essas duas aproximac0es para integrais podem ser empregadas para as definigdes de
temperatura adimensional média e fluxo de calor medio (derivada de temperatura). No
presente trabalho foi adotada a formulacéo da Ho,o/Ho,0 € H1,1/Ho,0, onde a média é obtida pela
regra do trapézio corrigida, e o fluxo de calor médio pela derivada da temperatura (utilizando
a regra do trapézio). As aproximacdes Ho,o/Ho,0 € H1,1/Hoo foram analisadas para os estagios
de super-resfriamento (1°), solidificacdo (3°) e resfriamento (4°) para a goticula suspensa e
é detalhado na secdo 4.3. Vale a pena salientar que a transformacdo de coordenadas do
problema, onde as equac¢6es adimensionais ficaram em coordenadas cartesianas, permitiu que
a aproximacao Hoo/Hoo, pois caso contrario, a aproximacao Hoo/Hoo retorna para o caso
lumped classico em coordenadas esféricas. Além disso, na sec¢do 4.4, onde detalha o caso
com a goticula apoiada, a aproximacao Hi 1/Hoo foi utilizada para eliminar a variavel radial
do problema, o transformando em uma equacdo diferencial parcial unidimensional transiente

para as goticulas esféricas idealizada e a deformada.
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4.2 Transformada Integral

A Técnica da transformada integral foi aplicada nos trés estagios possiveis do problema
de congelamento de uma goticula de agua super-resfriada e é apresentada em CARVALHO,
et al., (2021), desta forma este procedimento ndo é detalhado neste trabalho, sendo apenas
lembrado para um caso genérico. Entretanto, para a goticula apoiada a aplicacdo da GITT é

detalhada na secdo 4.4, pois € uma inovacao da presente dissertagéo.

O Método de Transformacao Integral € uma ferramenta analitica classica empregada
na obtencgdo de solucgdes exatas para determinadas classes de equacdes diferenciais lineares
parciais que estdo amplamente presentes na difuséo de calor e massa (OZISIK, 1980;
MIKHAILOV, OZISIK, 1984). Com o objetivo de tornar a transformada integral mais
abrangente, esta técnica tem sido generalizada nas Ultimas décadas, levando ao
estabelecimento de uma metodologia numérica-analitica hibrida, conhecida como Técnica
da Transformada Integral Generalizada (GITT) (COTTA, 1990; COTTA, et al., 2017). A
GITT consiste em escolher um problema de autovalor, que retém parte das informac6es sobre
os operadores do problema original, e propor uma expanséao de autofuncgdes, o que leva a um
sistema infinito linear ou ndo-linear transformado, geralmente a ser resolvido numericamente
apos o truncamento da expansdo em uma ordem suficientemente grande para a convergéncia
da solucdo. Portanto, a tarefa numérica é realizada essencialmente em uma Unica variavel
independente, geralmente a variavel temporal, e a solucdo é analiticamente recuperada em
todas as outras variaveis espaciais. Este método hibrido numérico-analitico detém os méritos
relativos sobre robustez e precisdo de uma técnica analitica, a0 mesmo tempo em que ganha

a aplicabilidade e flexibilidade de uma abordagem puramente numerica.

A solucdo formal por GITT para um problema geral de difusdo ndo-linear é detalhada
em diversos trabalhos, como em COTTA et al., 2015, COTTA, et al., 2016 e COTTA, et al.,
2017, e replicado aqui, considerando um problema de difuséo transiente de n potenciais
acoplados, definidos na regido V com superficie de fronteira S, da seguinte forma:

oT, (x,1)

W (00—

=L T, (x,t)+g, (xt,T), xeV, t>0, k=12,...,n 4.7

O operador da variavel x que representa a difuséo e dissipacéo linear, é dado como:
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L, =V-(K,(X)V)-d, (x) (4.8)
As condigdes iniciais na variavel t sdo dadas por:

T (x,0)=f,(x), xeV (4.9)

e as condicOes de contorno nas coordenadas X sdo escritas como
BT, (x,t) =4, (X,t,T), xeS, t>0 (4.10)

para o operador de condicdes de fronteira
%
B, =| &, (X) + A (X)Kk(x)% (4.11)

onde n denota o normal para fora para a superficie S.

As Eqgs. (4.7-4.11) séo bastante gerais, uma vez que termos ndo lineares podem ser
agrupados nos termos fontes da Eq. (4.7) e da condicdo de contorno (4.10). No caso de termos
de fonte lineares, este modelo se simplifica, j& que, g = g(x,t), e ¢ = ¢(x,t), e soluches
analiticas exatas pela Técnica da Transformada Integral Classica (CITT) em MIKHAILOV
e OZISIK (1984). Seguindo o procedimento formal de solucdo através da GITT, séo
propostas expansdes de autofuncdes para 0s potenciais associados. A escolha preferencial do
problema do autovalor vem da aplicacdo direta do método de separagdo das variaveis a versao
linear homogénea do problema proposto. Assim, o conjunto recomendado de problemas

auxiliares é dado por:
[L, + w, ()], (X) =0, xeV (4.12)

By, (X)=0, xeS (4.13)

Onde, uxi sdo os autovalores, yki(x), sdo as autofungdes, estas devendo ser conhecidas
analiticamente ou obtidas a partir da solu¢do numérica ou pela propria GITT do problema de

autovalor

Deve-se notar que Eq. (4.7) é apresentada de tal forma que ja reflete essa escolha de
problemas de autovalor, dada pela Eq. (4.12), com a adocdo de coeficientes lineares
dependentes de x nas equacdes e condi¢des de contorno, e incorporando 0s termos restantes
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nos termos fonte, sem perda de generalidade. Assim, aplicando as propriedades de

ortogonalidade das autofuncgdes é entdo possivel definir os seguintes pares de transformacéo

integral:
Ta® = [, w, (0057 (9T, (xDalv, Transformada (4.14)
T, (x,t) = i Wi OOT, (1) inversa (4.15)

onde, Vi(X) e a norma, Ny, dadas por:

. ()

v (x) = 22 4.16
‘ N, (4.16)

Ny = [ w, 09w ()av (4.17)

A transformagdo integral da Eq.(4.7) é realizada aplicando o operador jvlpki (x)(-)dv e

fazendo uso das condicGes de contorno, Egs. (4.10) e (4.13), assim:

dTg—‘t(t)+y§iT_ki(t)=gki(t,?), i=1,2,..., t>0, k=1,2,...n (4.18)

onde o termo fonte transformado g, (t,'T') deve-se a transformacdo integral dos termos de

fonte da equacdo e dos termos de fonte do contorno e pode ser escrito como:

7o (9~ K, (0 V)

(. T) = [, 7 (99, L TV + [, (X, T) | —— O, (X‘§” ds (4.19)

As condigdes iniciais na variavel “t”, dada pela Eq. (4.9) é transformada através do

operador jv W, ()7, (x)(-)dv, para fornecer:

Ta(0) =T = [ w0997, () f (x)av (4.20)

Para a solucdo do sistema infinito acoplado de equacdes diferenciais ordinarias nao-
lineares dadas pelas Egs. (4.18-4.20), é necessario fazer uso de algoritmos numéricos, apos
o0 truncamento do sistema em uma ordem finita. Por exemplo, a rotina NDSolve do software

Mathematica®, pode ser empregada, a qual fornece solugdes sob controle automatico de
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erros absolutos e relativos. Depois que os potenciais transformados foram computados
numericamente, o Mathematica® fornece um objeto de funcdo interpolada que aproxima o
comportamento ao longo da variavel “t” da solucao de forma continua. Em seguida, a formula
da inversa pode ser aplicada para produzir a representacdo de campo potencial em qualquer
posicdo desejada x e t. Varias classes de problemas que, em principio, ndo poderiam ser
tratados pela abordagem classica foram entdo progressivamente tratados através do conceito
generalizado, como recentemente revisado em COTTA (1990) e COTTA, et al., (2017). Mais
recentemente, a GITT foi estendida com sucesso para incorporar bases de problemas de
autovalores ndo-lineares (COTTA et al., (2016), em vez do problema de autovalores com
coeficientes lineares escolhidos, EqQs. (4.12-4.13), levando a um comportamento de
convergéncia global melhorado, como demonstrado para problemas com coeficientes de
condicdes de fronteira ndo-lineares (COTTA et al., 2016; PONTES, et al., 2018). Essas ideias
foram entdo estendidas ao presente problema de congelamento (CARVALHO, et al., (2021),
que envolve coeficientes ndo-lineares nas condi¢Ges de contorno em todas as etapas, além de
apresentar um limite mével ao longo do processo de solidificacao (estagio 2), proporcionando

0s resultados de referéncia aqui empregados.

4.3 Aplicacdo: Goticula Suspensa

A presente secdo detalha a utilizacdo da CIEA, nas aproximacoes Ho,o/Hoo € H1,1/Hoo
para uma goticula suspensa. O sistema diferencial parcial serd reduzido com aplicagdo da
integral da média na direcdo radial, em um sistema de equacdo diferencial ordinario em
termos do potencial médio, 6,,(7), e da variavel de contorno 6,(1, 7). A Figura 4.1 destaca,
em vermelho, a variavel a ser eliminada para reducdo do modelo para a etapa de super-
resfriamento (1° estagio) e solidificacdo (3°). Para o estagio de resfriamento (4°) o modelo é
similar ao apresentando no 1° estagio, sendo a goticula completamente gelo.
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B Gelo

Figura 4-1- Configuracdo simplificada do primeiro estagio (lado esquerdo) e do terceiro
estagio (lado direito) de uma goticula super-resfriada, suspensa e sujeita a uma corrente de
ar frio.

4.3.1 Super-Resfriamento: CIEA Hoo/Ho,

Primeiramente, para aplicacdo da CIEA é necessério definir a integral adimensional
média, como segue.

Ous (7) =], 01 (x.7)dx (4.21)

Aplicando o operador fol dx e organizando a EDP pelo termos,

1 A2p* 1 Ap*
J'a o (Zxr) dX:Ide 0<x<l, 7>71 (4.22)
o O o Ot

A solucdo de cada termo € resolvida como segue nas Egs. (4.23) e (4.24):

1 20" * *
| : _[a o (x.7) ax =0 _ (4.23)
0

aXZ B 28 |x:1 28 |x:0
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1
I j8(9| (X,‘L')d daav,l(‘[) (424)
5 or dr
Assim, a equacdo a seguir € obtida,
o0 | 36| _d0,,(7) (4.25)
X |x:1 28 |x:0 dT

A Eq. (4.4) é agora empregada para aproximar tanto a temperatura média quanto a
derivada de temperatura média (ou fluxo de calor) com base nesta aproximacéo da integral
de Hermite, aqui chamada de aproximacéo Ho,o/Ho, , na forma:

1 « 1r « "
[, (x,r)dxs@av’l(r)zg[ﬁl (17)+0) (o,r)} (4.26)
106, (x,7) " . 1| a6, o0,
Y ax=0(1,0)-6(0,0)==| 2| +Z0 .
fy = =0 (L)-6(0.1) Z{GX T (4.27)

As condigfes de contorno, Egs. (3.15-3.16), séo substituidas nas Egs. (4.26,4.27), para
obter:

0 (1,1)=26,, (4.28)

9 =20/ (1,r)—H,+B, (6] (1,7))6; (,7) (4.29)

x=0

Substituindo as Egs. (4.28,4.29) em Eqg. (4.25) é possivel obter a formulacdo de

diferencial reduzida para a temperatura média dentro da goticula ao longo do 1° estagio:

d@%l(TL 40, () + 2H, — 4B, (6,(1,7)) 01 () (4.30)
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1
gav,l(o) = EHI 0 (431)

Para evitar trabalhar com a formulacéo diferencial de temperatura média adimensional
acima, que ¢é essencialmente uma variavel dependente auxiliar, pode-se obter

alternativamente a equacdo diferencial para da temperatura adimensional na superficie

externa da goticula, 6, (1.7) . Assim, substituindo a Eq. (4.28) em (4.30), obtemos o seguinte:

o0, (1,7)

=40 (L) +4H, —4B, (6] (1,2))6; (1.7) (4.32)
0 (1,0)=06,, (4.33)
Onde,
B, (6 (1.7)) = Biy+ Bir, [ 6 (1.7) | +M3iml -1 (4.34)

Pi a

Entretanto, a equacdo ainda permance em coordenadas retangulares, desta forma é
necessario utilizar a Eq. (3.12) para retornar ao problema no sistema de coordenadas, ou seja,
o0 esferico. Assim, podemos obter a temperatura na superficie e no interior da gota utilizando
aEq. (3.12) em (4.32) e (4.29).

a6, (1,

% =461 (1,7)+4Hy 4By (01 (1)) 1 (1.7) (4.35)
9||1(],0)=0|’0 (436)
04(0,1)=20,3(1,7)— Hy + B, (6,,(1,7)) 6, (1,7) (4.37)
Onde,
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Puis (‘9| 1 (I)T))
Pvia

By (6, (1,7)) = Bi, + Biry 6, ,1(1,1)]3 + Bimy —1 (4.38)

4.3.2 Solidificacdo: CIEA Hoo/Hoo

Para o estagio de solidificacdo, com a condicao de fronteira moével, a temperatura média

¢ definida como:

O3 (7)= p (1T ; jo””) O, (x,7)dx (4.39)

Para simplificar as manipulacfes a seguir, a temperatura média é escrita em termos de

uma variavel dependente auxiliar, ,,,(c), cOmo segue:

A

On(7) = a};'(?’f()f) s ()= O (x0) e (4.40)

Seguindo o mesmo procedimento de média, o operador fonm dx, é aplicado sobre Eq.

(3.53), resultando em:

n(z) 5p* n(7) 529
_[ ae'ce—(x’r)dx: j L(zx’r)dx 0<x<n(z), >1, (4.41)
0 or K OX

Para solucdo do primeiro termo, a regra de Leibniz para diferenciacdo de integrais €

empregada da seguinte forma:

A

M_d[

dr dr

(1) « ()00, (x,7 dn(t) «
J.On Hice(x,r)dx}zjoq e )dx+ d(T)Hice(n(r),r) (4.42)

or
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Em que sendo i, (1(c).7)=0, permitindo obter,

A

I :J'ﬂ(f) aQi,;e (x’ T) dx = d‘9av,3 (T) (443)
0 or dr

J& 0 segundo termo da Eq. (4.41) é calculado da seguinte forma:

*

n(r) 2N *
I - j 0 eice (zx’ T) dx = a9ice| _ aHice (4_44)
0 OX OX ‘X:q(t) OX x=0
Desta forma, a equacéo 4.41, torna-se:
00y 5 (7) _ 06| o6, (4.45)
dr ox ‘X=17(r) Ox »
A aproximacao da Hoo/Hop para a fase de solidificacéo é proposta como:
n(t) x A - 7’](T) * *
.[o Orce(x,7)dx =0,,5(1) = > [Qice(n(r), T) +0ice(0,r)} (4.46)
W0 00, (X,7) \ . n(t)| 90| . o6
—L " ~dx=6, ,T)—0..(0,7)= T 4.47
J-O 8X |ce(’7(r) 7:) |ce( T) 2 8X ‘XZO aX ‘X:”(T) ( )

Aplicando a condicdo de contorno, Eq. (3.55), na regra do trapézio, Eq. (4.46), a seguinte

relacdo entre 6,,, (0,7) e 6,,,(t) é obtida:

ice

Zéav,S(T)

Orel 0.7) 2 ey

=20,,3(1) (4.48)

Substituindo as condicdes de contorno, egs. (3.55,3.56) em Eq. (4.47), encontra-se:
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;e _ 20;:e(0: ) n

Hy =B, (e 0:0)) a0 4.49
8X X=n(t) }/l(T) 3 3( ICe( T)) ICE( T) ( )

Substituindo as Egs. (3.56) e (4.49) na Eq. (4.45), a seguinte equacao diferencial, em

funcdo da média, éav,ice (1), e da variavel Hrce(O,r) é obtida:

A

dHav,3 (T) __ 2Hi*ce(OJ T)
de 11(1)

+2Hy = 2B, (00e(0,1)) e (0,7), 7> 1, (4.50)

éav,ice (TZ ) =0 (4.51)

Substituindo Eq. (4.48), na Eq. (4.50), para evitar a utilizacdo da variavel éav,ice(f)a é

obtido e sabendo que variavel 6, 3(0,7)representa a temperatura de fronteira para o real

sistema de coordenadas, obtemos:

A6, 5(0.7) dﬂ(‘[)
LA L A 0 0, I\
71(‘[) dr + |ce,3( 7) ar s
20, :
20 T) o, 2B, (G 0.0)) Oeal 0.0)
n(7)
eice,s (0, 72) =0 (4.53)
Onde,
2
ﬁz Oice3(0.7) 0. . ~(0,
By (Gice(0.7)) = Biy +4Birs | 1+ B0icea(0,7)+ ( Z ) {Hﬂ .ce,sz( 7)
(4.54)

N Pvices (eice,S(O:T))

pv,ice,a

Bim; -1
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A formulacao diferencial melhorada é entdo completada com as equacGes diferenciais
de fronteira movel adimensional, para cada hipétese de formacgdo de gelo durante a
recalescéncia, com a aplicacdo da Eq. (4.49) nas condigoes de fronteira movel, para as duas

condicdes citadas neste trabalho:

dn(r) _ St 2'9ice,3(0’7) _ 456

= e B st ast00) (459
R

1(z)=1-7% (4.57)
d

dn(‘[) — L St 20ice,3(0:7) _ . . 458

dr B L, (1_;7(1-))|: 77(1_) H3 + Bg (Qice,B(O, ))Hice,s(o: ):| ( . )

1(x2) =0 (4.59)

4.3.3 Congelamento: CIEA Hoo/Hoo

O quarto estagio a aplicacdo da CIEA é semelhante ao do primeiro estagio e é detalhada

a seguir. A definicdo da integral adimensional média é dada pela Eq. 4.60 .
av3 J. elce (460)

Aplicando o operador fol dx e organizando a EDP pelo termos,

1 42

0°0;
J‘ |ce J‘Ld 0<x<1, t>14 (4.61)
0

Vv
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A solucdo de cada termos é resolvida como segue nas Egs. (4.62) e (4.63):

*

o9

1 A2,* *
| - J‘ 0 eice (2x’ T) dx = aHice ice (462)
0 X ox |x:l ox |x:0
1 *
" - J‘aeice (X’T)d)(: 46ay3 (7) (4.63)
0 ot dr
Assim, a equacao é obtida,
00| 00| _40a5(2) (4.64)
28 |x:1 OX |x:0 de

A Eq. (4.4) é utilizada, mais uma vez, para aproximar tanto a temperatura média quanto

o derivado de temperatura média (ou fluxo de calor) , ou seja a Ho,o/Ho,o tem a seguinte forma:

1 1r » .
[ Ocexm)dx =0,,5(7) = E[Qice(l,r )+0e(0,7) | (4.65)
1000 (x,T) s . 1| od| . o6
—& " 2dx=6_(11)-0(0,71)==| <& +—1= 4.66
Io OX ice(1,7) = 0ice(0,7) 2l Tox ‘le ox ‘X:O (4.66)

As condi¢bes de contorno, Egs. (3.78-3.79), séo substituidas nas Egs. (4.65,4.66), para

obter:
e;z:e (I,t)= 2(9av,4(r) 4
o6, « * *
—= =20u(LT)=H,+ By (6re (1.7)) 61 (1.7) (4.68)
x=0
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Substituindo as Eqs. (4.67,4.68) em Eqg. (4.64) é possivel obter a formulacdo de
diferencial reduzida para a temperatura média dentro da goticula ao longo do 4° estagio:

dea:ii (z) 40,4 (7)+ 2H, —4B, (0 (1,7)) Oy (7) (4.69)
eaVy4(T3):9av,0(T3) (4.70)

Para evitar trabalhar com a formulacéo diferencial de temperatura média adimensional
acima, que ¢é essencialmente uma variavel dependente auxiliar, pode-se obter

alternativamente a equacao diferencial para da temperatura adimensional na superficie de

contorno, Gice (1,7) . Assim, substituindo a Eq. (4.67) em (4.69) e (4.70), obtemos o seguinte:

GQ‘C#(“) =—40,(17)+4H,—4B, (e;e (1,7))0e (1.7) (4.71)
T
eice (]’ TS) = Qice,o (4.72)
Onde,
& pvi,g (ei*ce (]’T))

B, (Hice (1, r)) = Bi, + Bir, [Hi*ce (1,1)]4 + Bim, —1 (4.73)

Pui a

Entretanto, o sistema de equacéo ainda permance em coordenadas retangulares, desta
forma € necessario utilizar a Eq. (3.75) para retornar o problema para o real sistema de
coordenadas, ou seja, o esferico. Assim, podemos obter a temperatura na superficie e no
interior da gota utilizando a Eq. (3.75) em (4.71) e (4.72).

00,4 (1,
ICegT( T) = _49ice,4 (1,'[)+4H4 —4B4 (9ice,4 (1, T))HiCGA (1,‘[) (474)
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9ice,4 (1’0) = eice,o (4.75)
0ice,4(0J T) = Zeice,A(I’ T)_H4 +B4 (eiceA (]’ T))HiceA (I’T) (476)
Onde,

pvi,g (giceA (]’ T))
pvi,a

4
B, (Hice,4 (1,1’)) = Bi, + Bir, [HiceA (I,r)] + Bim, —1 (4.78)

4.3.4 Super-Resfriamento: CIEA Hy,1/Hop

Novamente para a primeira etapa, agora é proposta aproximacdo de ordem mais alta,

assim a aproximacao Hi1/Hop da temperatura média e fluxo de calor é escrita como:

- ~ 1. N 1|06 06,

jo 0 (x,7)dx =0,y :E[e' (1,7)+6, (0,7 )] +E{§ o ] (4.79)
x=0 x=1

106, (x,7) " . 1| 06, o6,

= =6, (1,1)-6,(0,7)==| =1 +=- :

[ [(LT)=6,(07) 2{ x| o (4.80)

onde a regra trapezoidal corrigida € adotada para aproximar a temperatura média,
enquanto a mesma regra trapezoidal simples é usada para o fluxo de calor médio. O

procedimento é essencialmente 0 mesmo da aproximac&o anterior, exceto pela relacdo entre
o limite e as temperaturas médias, 6,(1,z) e %ay1(7), agora obtido a partir de Egs. (4.79,4.80)

e as condi¢Oes de contorno, Egs.(3.15-3.16), como:

46/ (1,t) +B, (9,*(1,1 ))9,*(1,r )= Hy =60, 1) =0 (4.81)
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Assim, a formulacdo melhorada obtida atraves da aproximacédo Hi1/Hoo € dada pela Eq.
(4.82):

_deagi(f) — 26 (1,0)+ 2H, - 2B, (6 (1)) (10) (482)
0002(0) =0, (4.83)
Onde,

Pvis (HI* (1, T))

B, (6 (1.2))= By + Bir,[ 6 (1)] + p
vi,a

Bim, —1 (4.84)

Como antes, temperatura média é uma variavel auxiliar de célculo e deve ser evitada,
assim é necessario rescrever a formulacao para as temperaturas na superficie e no centro da

goticula, como segue:

Bl(er(l,r))ae,gz,r)+4ae,(gl,r)

oo (4.85)

. aB(gr) . .
=6 (1,1)———— 126 (1,1 )+ 12H, —1231(9, (1,1))9I (L,t)
0, (x,0)=0,, (4.86)
Onde,
(61,

B, (6] (1,7)) = Biy, + Bin, [97(1, T )]4 + M&'ml ~1 (4.87)

Pvia

- * Ve -
Entretanto, a variavel 6, ¢é representada para um sistema de coordenadas retangulares,

para retornar o problema para o sistema de coordenadas esféricas a Eq. (3.12) é utilizada,
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assim, o novo sistema de equacéo € obtida substituindo a Eq. (3.12) nas Eqgs. 4.85-4.87 e a
temperatura adimensional no centro da goticula é obtida utilizando a Eq. (3.12) na Eq. 4.29.

Obtendo as seguintes equagoes:

00), ,gz,r ), 4 20u(L7)
T

ot (4.88)
0B, (0,,(1,7))
ot

B, (611(1,7))

=—0,.(17) —120,3(1,7)+12H, —12B,(0,,(1,7))6,4(L7)

6,(%,0) =0, (4.89)

0,1(0,7)=20,,(1,7)—H,+B,(6,,(1,7))61 (1) (4.90)
Onde,

B, (614(1.7)) = Biy + Bin[ 6,417 )]4 + %@Bml y (4.91)

4.3.5 Solidificacédo: CIEA H1,1/Hoo

As regras de integracéo trapezoidal e corrigidas para a formulacdo H1,1/Hoo no 3° estagio
sdo aplicadas a temperatura integrada e ao seu derivado, como antes, na forma:

IO”(T)H;E, (x,7)dx = éav,s (r)= 77(27) [Q;e (1(7),T)+0(0, T)}

Rl [ae.*cel A ]
x=n(t)

12 | ox| X

(4.92)
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00,
+

ice

OX

0

j"(”—aﬂce(" % 4 = O (1(T),7)— G0, = (”{ e ] (4.93)
x=0

As mesmas etapas basicas sdo seguidas quanto a reducdo do modelo através da

x=n(t)

aproximagdo CIEA Ho,o/Hoo anteriormente adotada . No entanto, a relagdo aqui é obtida
empregando as condi¢des de contorno, Egs (3.55) e (3.56), substituido nas Eqgs. (4.92 e
4.93),0bter a relagéo entre 6,(0,1) € 6,4, 3(7)

A1 )0ree (0,8)+ By (0rce (0.2))1(1)? Orce (0.£) =60 () =1(1)* Hy =0 (4.94)
Assim, a seguinte equacdo com sua condi¢do inicial é obtida.

d6,,5(7 ) 26,(0.1)
dr n(t)

+2Hy — 28B4 (05 (0,4)) 61 (0.1) (4.95)

Or3(73) =0 (4.96)

Assim como feito nos casos anteriores, rescrevendo a Eq. (4.95) para se tornar um
problema apenas com a variavel de contorno do problema e em coordendas esfericas,

obtemos:

00ice 5 (0, 1)
or

+‘9ice,3 (0,1’)%[477(7)"‘33( lce3 ))}7(1) }

| 40(2)+ By (0o (0.2) () |

—2n(t)H, d’zj(:) = 12{ 'Ce;(() )—H3+B3(Hice13(0,r))0icev3(0,r)

(4.97)

Oce (0,7,) =0 (4.98)
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A melhor formulacdo de diferencial amontoado é entdo completada com as equacdes

diferenciais de limite movel adimensional, para cada hipotese de formacéao de gelo durante a

A . , e~ . . , aaice
recalescéncia, ap0s a substituicao do derivado de temperatura na interface mével, ——

x=(7)
, agora dado como:
dﬂ(‘[) — St 29ice,3(0:7) . 4 99
dr ‘(1—n<r>){ et Bl 0’”)@0&3”’”} (4.99)
1) = 1-n (4.100)
d
dﬂ(l’) = L St 26ice,3(0:f) _ 4101
dc L, (1—17(1))[ n() H3+B3(‘giceﬁ(o"))eice,s(o’T)} (4.101)
n(72) =0 (4.102)
Onde,
2% 2 o
B, (0 (1,7)) = Biy + 4Biny | 1+ O, (1,7) + 20 L1 T) 9‘062(]’T)HJJr_ﬁeicez(“)}
(4.103)

N Py ice s (9::e (]’ T))

pv,ice a

4.3.6 Congelamento: CIEA H1,1/Hop

A Fase de congelamento (4° estagio) é agora proposta com a aproximacao de maior

ordem, a H1,1/Ho,0, assim como na de menor ordem, esta etapa é bem similar a realizada para
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0 primeiro estagio com esta aproximacao, seguindo o mesmo procedimento do primeiro

estagio, inicialmente definimos as equagdes da Hz,1/Ho0 para o presente problema.

1 * 1 * *
[ Oe(x.0)dx =0, = E[eice(z, 7)+6,(0,7)

ledx O 1,7)= e 0.0) =~

- 869|ce
OX

11| a6 o6
+ ICe _ ICe 4.104
- 12{ x| . ox| ] (4109
x=0 x=1
o0
+ 1 ] (4.105)
OX
x=1 x=0

onde a regra trapezoidal corrigida é adotada para aproximar a temperatura média,

enguanto a mesma regra trapezoidal simples é usada para o fluxo de calor médio. O

procedimento é essencialmente 0 mesmo da aproximacao anterior, exceto pela relacdo entre

o limite e as temperaturas médias, 6. (1.7) € 6,,4(7), agora obtido a partir de Egs. (4.104 e

4.105) e as condic¢es de contorno, Egs.(3.78-3.79), como:

40e(1,1) +B, (0ce(1,2))05(1,7) = Hy =60, 4,y =0

(4.106)

Assim, a formulacdo melhorada obtida atraves da aproximacédo Hi1/Hoo € dada pela Eq.

(4.107):

o[ (r)
dz

9av,4(0) = 94,0

Onde,

B, (Qi*ce(]’f)) = Bi, + Bir, [9:(1,7;)]4 +

=-20,(1,7)+2H, -

By (0e(1,2))0re(1,7)

Pvig (eie(l’ T))

(4.107)

(4.108)

(4.109)
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Como antes, temperatura média é uma variavel auxiliar de célculo e deve ser evitada,
assim é necessario rescrever a formulagdo para as temperaturas na superficie e no centro da

goticula, como segue:

B. (eit:e(]’ ‘L')) aeicea(]» 7) 4 aeic;(]’ )

oo a (4.110)
3 aB4 (Qice (]’T)) 3 E3 S
= ~Oo(11)——————L =120 (L )+ 12H, - 128, (6e(1.2)) 031 7)
Ore(x,0) =0, (4.111)
Onde,
" " Pui 9*(1;7)
B, (6:(1.7)) = Biy + Bir, [94 (1t )]4 4 (%% )Bim4 ~1 (4.112)

Pvia

- * ’ -
Entretanto, a variavel 0, é representada para um sistema de coordenadas retangulares,

para retornar o problema para o sistema de coordenadas esféricas a Eq. (3.75) € utilizada,
assim, o novo sistema de equacdo é obtida substituindo a Eq. (3.75) nas Eqgs. 4.110e 4.111 ¢
a temperatura adimensional no centro da goticula é obtida utilizando a Eq. (3.75) na Eq. 4.29.

Obtendo as seguintes equacdes:

OOicea(1,7) ny Oice4(1,7)

B4 (QiceA(]’T)) or or

By (Oicea( L,
4 ( |ce,4( T)) _129@'4(1, r) (4.113)

0
= _QiceA(]’ )

+12H, -12B, (eiceA(L T))‘giceA (1,7)

Oicea(x,0) =0, (4.114)
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Oceq (0,7) = 20,004 (1,7) = Hy + By (Oe 4 (1.7) ) Oicea (1,7) (4.115)

Onde,

(6 a(17)
By (Ohces(1.7)) = Biy + Bir, [HiceA(I, T )]4 y Ddoo (p'C_e"‘ Bim, —1 (4.116)
vi,a

4.4 Aplicacdo: Goticula Esférica — Apoiada em uma Superficie

Superhidrofobicas

Na presente secéo sera detalhada a abordagem da CIEA com aproximacao Hi,1/Hoo (uma
vez que a Hyi1/Hop para a geometria esférica retorna ao modelo lumped classico e 0s
resultados com a aproximacdo Hi 1/Hoo possui boa concordancia com outros métodos, como
ja verificado em trabalhos da literatura) para reducdo do modelo apresentado no capitulo 3
da goticula esférica apoiada em uma superficie superhidrofébicas, que neste trabalho sera
chamada de goticula idealizada, uma vez que sua geometria ndo possui deformacdes, A Fig.
4.2 relembra a configuracdo simplificada para andlise desta situacdo, destacando em
vermelho a coordenada radial que serd eliminada para reducdo do modelo. A equacédo
resultante do modelo reduzido sera também resolvida e detalhada nesta se¢édo pela técnica da
GITT, combinando as duas metodologias presentes neste trabalho. Além disso, com
proposito de comparar a eficiéncia da combinacdo CIEA-GITT ¢é detalhado nesta secéo a
solugdo utilizando a GITT como transformacao total, que ird fornecer uma importante

contribuicdo para analise da convergéncia entre as duas abordagens.
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o > 150°

S———

Superficie de Contato

Figura 4-2 — Configuracgdo da goticula super-resfriada apoiada em uma superficie e sujeira
a uma corrente de ar frio, com a variavel a ser eliminada pela aplicacdo da CIEA em
vermelho.

4.4.1 Super-Resfriamento: CIEA Hy1/Hoo/ GITT

Como feito para o caso da goticula suspensa, inicialmente para a abordagem da CIEA é
necessario definir a temperatura média do modelo, a aproximagao ¢ adotada na dire¢do “R”
uma vez que utilizar em “R” a manipulacao algébrica sera mais simples e os gradientes de

temperatura sao menores em “R” do que em “pn”. Desta forma, a média calcula é:

_ 1

e(y,rl)=3jR29(R,y,rl) (4.117)
0

Agora, é empregado a aproximagédo Hi,1/Hoo, sendo o0 Hi 1 para a temperatura media e o
Ho,o para a derivada da temperatura média (fluxo de calor), para o presente problema em

coordenadas esféricas a aproximacgao Hi1 1/Hoo é definida como segue:

0() =2 [ROR ), +RORur), ]

! RO(R, 1) RO(Ruz,)
4 oR oR

‘R =0 R=1

(4.118)
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1 86’(R,,u,rl)| .\ 80(R,,u,rl)|

9(1,,11,2'1)—8(0,#,1'1):5 p=

(4.119)

e

Aplicando a regra do produto e anulando os termos que sdo iguais a zero na Eq. (4.118),

a aproximacdo torna-se:

= 100(R, i,
O(u,7)=0(L u,7, _Z% (4.120)

R=1

Assim, a Eq. (4.120) fornece uma relacdo da temperatura adimensional média com sua
temperatura adimensional na superficie da goticula. Esta relacdo pode ficar mais clara
aplicando a condicdo de contorno do problema na Eq. (4.120), como segue:

O(u1,)= 6’(1,;1,2'1)+% Bl(e(l,y,rl))é’(l,,u,rl)—% H, (4.121)

Outra informacdo de importante conhecimento para o problema é a temperatura
adimensional ou o fluxo de calor no interior da goticula, ,para ter essa informacdo €
necessario aplicar a condi¢do de contorno do problema na Eq. (4.119). Além disso, uma
condicdo adicional em R = 0 precisa ser fornecida para resolver o problema, neste trabalho
foi adotado uma condicdo do segundo tipo homogénea, pois foi considerado a hipdtese que
no interior da goticula (R=0) o fluxo de calor sera muito pequeno e néo tera uma influéncia
significativa no processo. Por outro lado, quando esta hipotese ndo for valida, uma sugestéo
é adotar a transformacio V = R/26 no sistema de equagdes do problema, pois com essa

transformacéo sera obtido para o problema uma condi¢do em R=0.

Desta forma, é possivel obter a temperatura adimensional no interior da goticula em
funcdo da temperatura adimensional média, ou temperatura adimensional na superficie da

goticula, da seguinte forma:
1 1
0(0,u,7,) = 6’(1,,u,rl)+§ B, (H(l,y,rl))ﬁ(l,,u,rl)—E H, (4.122)

Ou,
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6?(0,;1,11)+6’(1,;1,rl) _9(ur,) (4.123)

Com as informagGes da temperatura adimensional média e as temperaturas no limite do

1
problema. Aplica-se o operador: 3j R? dR na Eq. (3.95)
0

1 1
ar2 R) g R (a O(Rut) 2 B0(R, u,rl)j

7, R R R
(4.124)
JSRZ 1 8 (1 GG(R,utl)
R? ou
Organizando a Eqg. (4.124) em termos,
3ij 89(R,ﬂ,r1)dR:j3R {a O(R.prs) 2 O(R.se rl)J
o, R "R oR
i 1 [ (4.125)
1 0 O0(R,u,7,)
3R?| = —| (1- 4 ) == 1 dR
+£ {Rz 6/1(( 1) o H
i
E a solucdo de cada termo da Eq. (4.125) é detalhada a seguir:
. _
3[R? bR 1) 4 _ 00T) (4.126)
oty oty
- st OO é“l) 20R 1Y) gg g V(R 1T) (4.127)
0 oR R oR oR Rt
O A
# (4.128)
_39 (1—u2)ije(R,ﬂ,fl)dR
ou ou sy

Para a solucdo da Eq. (4.128) é necessario aplicar a regra do trapézio corrigida (Hz,1), da

seguinte forma:
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_% } (4.129)
R=0 aR R=1 .

1

o(1, /1:71) 0(0, /1:71)
O(R,u, 7, JAR =
E[ 2 2 12 8R

Aplicando as condiges de contorno do problema na Eq. (4.129) e utilizando a Eq. 4.122,

para 0 problema permanecer em funcdo da temperatura adimensional na superficie da

goticula, a solugédo da Eq. (4.129) é dada como:
p 1 7H
[0CR 2 JAR=0(1,1,,) 3B, (01, 1,7,))0( L1, 7,) —1—21 (4.130)
Assim, a solucdo do terceiro termo é dada pela Eq. (4.131)
" : 32{(1—,u2) 0 {0(] W, r1)+ B (001, 1.7,))0(1, Tl)—i}} (4.131)
ou ou 12

Desta forma, utilizando as Egs. (4.126), (4.127) e (4.131) na Eq. (4.125), temos:

00(,7,) _ 4 00(R .7,)
ory OR

R=L (4.132)

H,
+ 35{(1 2 )—[9(1 T )+~ Bl(ﬁ(l w.71))0(1, 1, Tl)_f}}

Aplicando a Eq. (3.96) na Eg. (4.132), junto com a Eq. (4.121), a equacdo do modelo

reduzido final é dada por:

0, (Luwn) 1 0B, (6, (1.1.7))0, (L p.7y)
o, 4 ory
=3H, -3B; (49/(1,/1,11))9/(1,/1, 7,)

+3 ;{(1—#2)i[9/(]’1u"[1)+131 (9[(],;1,11))9/(1,#11):'}
1 Ou 5

(4.133)

A equacdo (4.133) pode ser reorganizada, separando os termos ndo lineares

g(9(1, U, rl)), para aplicagdo da GITT, e utilizando a metodologia revisada na se¢do 4.2, na

seguinte forma:

15‘9/(1:1“171) 0 2,00,(Lpt)
- == (1-u" ) ——=+g(0,(Lu, 4.134
3 or, o (1-u7) ou g( o ﬂfl)) ( )
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Onde,

B 1B, (0, (L.p.7))6, (1 m.7)
9(0, (Li7y))=Hy =B, (0,(1,1,1))0,(1Lu, 7:)—— o (4.135)
10

*3 a—{(l )a[Bl(9/'(]:/"[))9/(1’/"7)]}

O problema auxiliar adotado para o seguinte problema é dado pelas equacdes abaixo:

i{(l_ﬂz)w}m(nuw(ﬂ) ~0 (4.136)

ou ou

M) _y, M) (4.137)
a’u u=1 a'u pu=—1

E sua solucdo e a norma séo:

M()=F(1) (4.138)
2
N, = (4.139)

Onde, Py € 0 polindmio de Legendre de ordem n, e n=0,1,2,3,4...

Desta forma, o seguinte par-transformada-integral foi considerado:

1

0,(L7)= [P (1)0(L 7)du (4.140)
-1
0(Lu,) Zzn+l )0, (Lz,) (4.141)
n=0
1
Assim, aplicando o operador: I P(u') dunaEq. (4.134),
-1
1t a0, (1,u, 1 ) o
3 [P (ﬂ)%dﬂ = [ A (ﬂ)—{(l—#2)—[9/(1,%&)]}61’#
-1 Tl -1 alu alu
(4.142)

1
* .[ P (1) (0,(1 7)) du

-1

Separando a Eq. (4.142) em termos:
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o

-1 -1

1 P 1
[ Pulr) o {(1—/12)@[9/(1,#, Tl)]}dﬂ+ [ B (1)e (0,(1.p70))du

i
Cada termo da Eqg. (4.143) é resolvido como segue:

17 00, (1,u,t 100 (1t
JPn(ﬂ) /( U 1)d _= n( 1)

=
3 oy # 3 oy

-1

1 a{ , 0 }
N [P ()= (112 )=[0,(L 1)) bdu=
Jln(ﬂ)&ﬂ( ﬂ)aﬂ[ (Lut)]rdu

» oP (1) T
{(1—/12)13“ () 2LEs) 12 )0, 01,0, ) ) (”q
ou o |,

1
—_[n(n+1) P, (,u)é’(l,,u,rl)d,u

-1
A Eq. (4.145) pode ser simplificada como segue:
1

0 0
I: [P (ﬂ)a{(l—uz)a[@(l,ﬂ,fl)]}dﬂ

-1

1 J—
== [n(n+1)P, ()0, (Lpt 7, Jdp = —n(n+1)0y(1,7,)

-1

1
W : [P (g (0, (L)) du=g(8,(17,))

-1

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)

(4.147)

Ja o terceiro termo da equacdo é transformado, Eq. (4.147) e para sua solucdo é

necessario a utilizacdo da integracdo semi-analitica. Assim, substituindo as Egs. (4.144),

(4.146) e (4.147) na Eq. (4.143), temos 0 seguinte sistema de equagao:

106, (1.7)

(21

+n(n+1)6,(1,7)=g(0y(17,))
Com a seguinte condicéo inicial:
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1
0n(1,0)= [ B, (1)od =0y (4.149)

-1

Onde é resolvido numericamente no Mathematica com a rotina NDSolve e aplicando
a formula da Inversa é possivel obter a solugdo da temperatura adimensional na superficie da

goticula, assim como sua temperatura adimensional média na direcéo radial.

4.4.2 Super-resfriamento: GITT 2D

Agora, a GITT seré aplicada para transformacdo total do problema de conducgéo de
calor, bidimensional, ndo-linear, em coordenadas esféricas. Inicialmente a transformacéo:

V =r'29 ¢ aplicada para trabalhar com equacdes de Bessel em R, e Legendre em p. Desta

forma, o sistema de equages transformado é o seguinte:

N (Rut) _ OV, (Rpt) 1V (Rpt) 1VA(Ru1)

ot oR? R R 4 R? (4.150)
10 oV, (R '
== (1_/12)M
R ou ou
Condigdo inicial:
V,(R,u,0)=R"?0, (4.151)
Condicéo de contorno na direcdo zenital
oV, (R,u,t
NRwr) g (4.152)
ou el
oV, (R,u,7) 0 (4.153)
a'u pu=—1
Condigéo de contorno na diregéo radial
V,(0,u,7)=0 (4.154)
oV, (R,ut
% +B,(V, (L e )V, (Lpt)=H, (4.155)
R=1
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Onde,

1
B, (V,(Lu.7)) = B+1(V/(1,ﬂyf))—§

Para a aplicacdo da GITT, inicialmente sera realizada a transformag&o na variavel “p” com o

seguinte par transformada-inversa:

1
Transformada: V1 (R, 7) = _[ M. (,u' )V (Rout)du (4.156)
O

Inversa: V (R,,u,z) - i M, (,u)

Va(R, .
2N (R,7) (4.157)

n

O problema auxiliar adotado, é dado pelas equacgdes abaixo:

oM
92 (1—,3)M +n(n+1)M,(1)=0 (4.158)
au ou
oM, (u) _0 (4.159)
ou i
oM, () 0 (4.160)
a'u u=—1
Cuja solucdo e norma séo as seguintes:
M, ()= F, (1) (4.161)
n= 2 (4.162)
2n+1
E os valores de “n” serdo, n=0,1,2,3...
Assim, ja podemos escrever a transformada e a inversa da seguinte forma, mais direta:
— l . '
Transformada: V. (R,7) = I P (,u )V (Rt )dp (4.163)
-1
M 2n+1 N
Inversa: V(R,,u,f):z 5 P, (,u )Vn(R,r) (4.164)

Il
o

n
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1
Em seguida, aplicando o operador: I P (,u) du naEq. (4.150) e organizando
-1
em termos:

J-P 8V(Rﬂr)

v

1 2
8V(R,ur) l(?V(R,ur) 1V, (Rpt)
P d, 4.1
Il ”(”)[ R R R 4 r " (4.185)
‘ f
1
1 0 2 OV, (R,u,7)
+[R (ﬂ)[——[u—ﬂ e I
TJ; " R? du ou
i
Cada termo possui sua solucdo como segue:
JP oV (RM) 6\/_n(R,r)
or
(4.166)
T OV (Rpt) LoV, (Ruz) V(Rpt)
R TR R w Rz )
(4.167)
82V(Rr) 1 9V, (R, r)+V(R 7)
R R R R?
1
10 2, OV, (Rut)
I Pn(u){—z—(u—u JELEE gy =
:[1 R du ou
v o, ()|
, Iz
(1= u® )P, (1) == || (1= ® WV, (R p, 1) —" (4.168)
ou ou B
1
= [VA(Rp0)B, (1) n(n+1)du
-1
Aplicando as condic6es de contorno na Eq. (4.168), temos
1 —_—
n ;- jv/(R,ﬂ,T)a(ﬂ)n(n+1)dﬂ:—n(n+1)Vn(R,z) (4.169)

-1
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Desta forma, a equagdo 4.150, transformada parcialmente é dada pela Eq. (4.170)

_ _ N 2
N.(Rt) 0V(Rt) 1oV (Rr) (n+i) —
- LZ 2LV (Ry)
or, oR R oR R

1
V,(R1,0)= [ By (1) R"*6pd =00

-1

E as condicdes de contorno transformadas

Vo(R,7)=0
_ M - —_—
Na(R,7) + > Co(LT)Vi(Rt)=Hi
OR Re1 k=0
Onde:

1
Hi= j P (u)Hdu
-1

1
Coic(Le) = [ B (1) R (1) Bi((L1 7)) du
-1

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)

Agora, antes de realizar a transformacéo na dire¢do radial das Eqs. (4.170-4.174), é desejavel

aplicar um filtro para tornar a condi¢cdo de contorno do problema homogénea e melhorar a

convergéncia da solucdo final, sendo o filtro adotado da seguinte forma:
V,(R,z)=F,(Rt)+V,(R7)
Onde F, (R,r) é o filtro proposto e V,:( R,z )a equacdo na forma homogénea.

Desta forma, o filtro proposto é da seguinte forma:

2 n+l 2
cois s 0

A solugdo da Eq. (4.176) é:
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F(Ri)=C(0)R™Z +Cy(t)R ™2

E as condicbes de contorno do filtro sdo dadas a seguir:

M E—
F(0)=0 ; RN Sc (1R =T
R gy 0

Temos, como coeficientes da Eq. (4.177)

()= i
(n+1/2)+>.C, (L7
k=0
C,(7)=0

Desta forma, a solucéo do filtro no seu formato particular, é dada por:

H,

(n+1/ 2)+icnyk(1,1)
k=0

Fn(R): Rn+1/2

J& o problema homogéneo é da seguinte forma:

Ny (Ry)  OFy(R7) 0%y (R7y) 10Va(Rr) (n+1/ 2)°
ory or oR? R OR R?

V:(Ryfl)

Com as seguintes condic¢des de contorno

V(0,7)=0
* M

MR S e (Lo (Re)=0
oR |,

Para a transformacdo na direcdo radial, o Problema Auxiliar em R ¢é dado a seguir:

4 R dB.os (R 1/2)
ﬁn+0.5,p( T)+l i 0.5,p( T)+ /1('[)2 _u :Bn+0.5,p(R’T):0

dR? R oR P R?

Com a seguinte condicdo de contorno
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(4.178)

(4.179)

(4.180)

(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)



aﬁn+l/2,p(R’T)
OR

M
+> Coi(L2)Bay2p(RT)=0 (4.186)
k=0

R=1

Cuja solucdo, norma e equacdo transcendental sdo respectivamente:

ﬂn+l/2,p(RrT):Jn+1/2(j“n,p (T)R) (4-187)
2
Nr (’ln p J.Jn+1/2 n p( )R) dR (4-188)
M
Do (D) iasa (A () + 2 Coi (1T M1y (e (7)) =0 (4.189)
k=0

Para este problema, o seguinte par transformada-inversa foi adotado

. 1

Vap(2)= [ R Brysa p( R TV (R )R’ (4.190)
0

Bn+1/2 p( ) *

Vi (R7)= Z ) Vap(T) (4.191)

p=1 Nr(in.p(f)

Repetindo o procedimento feito para transformacdo anterior, aplica-se 0 operador
1

I R Bri12,p(RT)___dR'naEq. (4.182) e organizando a equago em termos:
0

oV, (Rt h OFy(R.t) .,
J.R ﬁn+1/2 p(R T) ( )dRq_J-R’ﬁnJrl/Z,p(R,T)%dR
0
I I
1 22 “( N ( 1/ 2)2 (4.192)
oV . (R',r) 10V ,(R,t) (n+ *
ﬂn+1/2 p(R’T) - 2 +— . ; + > V.(R'T) dr'
£ oR R oR R
I
Resolvendo cada termo a seguir:
av’: 1 . 0 R,
l IR Brirr2p(R. T)wdR':M_J'R'Vn (R’,r)MdR (4.193)
dr 0 ot

Na Eq. (4.193) é necessario aplicar a inversa, da seguinte forma:
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¥ jR Brarap(Ro7 )w(ﬂe'
(4.194)

dRV, (1)

an p(r) < Jl‘ :Bn+1/2|(R 7) Prirsap(RT)
i=10

(hile) o

O Segundo termo ndo precisa ser detalhado, uma vez que conhecendo o valor do filtro, ele

consegue ser resolvido no algoritmo computacional. J& o terceiro termo é resolvido aplicando

integracdo por partes, como segue:

oV (R'7) 1amﬁRcw+(n+o5f
R? R R R'2

1
s R'/fmo_s,p(Rzr{ V:(Rcr)]dR'
0

—aV (R _yrere) (4195)

1
8:Bn+0.5,p (R ! T)
OR'

|:ﬂn+05 p(R )

0
1
~[ Rinp (2) Busos p( R\t )V (R'T )R’
0
Com a aplicacédo das condigBes de contorno no problema na Eqg. (4.195), temos:

“(R',z) 1anURzu+(n+a5f
RZ R R R'?

1
! :J.Rlﬁn+0.5,p(R”T)[a V:(R”T):|dR’
0

(4.196)

5p iV i (t)
Desta forma, a seguinte equacao transformada é obtida

an p(T) < Jl' ﬂn+05|(R ) aﬁn+05 p(R )
i=1 0 ( n p(r)) or

8F(Rr)

dRV,;(7)

(4.197)

+_[R ﬁn+05(R ) dR' = p| nl(T)

Organizando a equacao 4.197, como segue:

@ N J‘ :Bn+05|(R 7) OPnsos, p( )

V:i(f)
dr i=1 Nr(in,p(r)) ot ,

(4.198)

8F(Rr)

=—IR Prsosp(RT)————dR’
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1 1
Voo(0)=] Rﬂmo.s,p(R,O){ | ﬂ(ﬂ)rllzeodﬂ—F(R,O)}dR (4.199)
0 -1

Além disso, para obter os autovalores, é necessario diferenciar a equacao transcendental, como

segue:
di, o (7). "
ﬁ[‘] n+0.5 (j“n,p (T)R)"_;{n,p (T)J n+0.5 (in,p (T)R):|
de 4.200
dlm (4.200)
+d_(zcn,k(1,T)Jk+o.5 (j'k,p (T)R)j =0
T\k=0
e adotando a condigdo inicial como:
M
}"n,p (0)‘] n+0.5,p (in,p (0)) + ch,k (]:O)Jk+0.5,p (’lkp (0)) =0 (4-201)

k=0

Desta forma, obtemos os valores de V: ’p( 7 ) eaplicando as inversas, voltamos para 6¢ R, u,t )

, € possivel calcular os valores da temperatura adimensional para qualquer posicdo e potencial

desejavel.

4.5 Goticula Deformada — Apoiada em uma Superficie

Superhidrofobicas

Para a goticula deformada, um procedimento semelhante ao da goticula idealizada sera
adotado, desta vez, a equacdo bidimensional serd reduzida com o emprego da CIEA H1,1/Hoy,
Como nos casos anteriores a variavel a ser eliminada seré a radial, como mostrado na Fig 4.3,
e esta equacao resultante resolvida numericamente pelo NDSolve, desta forma sera possivel

simular e comparar os dois resultados, da goticula idealizada e deformada.
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Ar
h,Ta

;> 150°

Superficie de Contato

Figura 4-3 — Esquema simplificado da goticula apoiada em um substrato e com superficie
da goticula deformada. Com destaque em vermelho para a variavel a ser eliminada na
reducao do modelo da CIEA.

4.5.1 Super-resfriamento: CIEA

Primeiramente é necessario definir a média para o problema da goticula deformada em

uma superficie superhidrofébica, dada pela equagéo abaixo:

*

Rar ()

é(ﬂ,r)=% [ R*6,(Rut)dR (4.202)
Rat” (&)

Além disso, a aproximacdo Hi1/Hoo para uma coordenada esféricas em geometria
deformada dada pelas seguintes equacoes.

N _ 3 2 2
9(#,1'1) = W[R 9( (R”u’rl)‘R:R*d, +R 9[ (R,,u, Tl)‘RO:|+ (4 203)
1 | R, (Run)| RO, (Rum)| '
4R} (1) oR s oR s
. 1 86’,(R,,u,rl)| 86’,(R,,u,rl)|
0,(Rg (1), 11,7,)=6,(0, t,7,) == + (4.204)
( ! 1) 1 2 R |R=0 R R=R’q (1)
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Antes de aplicar as condi¢des de contorno nas equacdes acima, é possivel observar que
0 problema da goticula deformada tem uma condi¢cdo do primeiro tipo para a regido
deforméavel e uma condicdo do terceiro tipo para a interface goticula-ar. Para unificar e

transformar as duas regiées em uma Unica equacdo, a seguinte condicao € definida:

. 00, (R, u,t
al(R,u,r)eé(Rdf (u),u,r)zaz—%é(a—Rl) (4.205)
R:Rxdf(ﬂ)
Onde,
B(Ryu,z) se p<p<l
= 4.206
(R, p07) { ) = pasus (4.206)
1
LI (4.207)
6, se —l<u<y;
1
g =)L S HrsHs (4.208)
3
0 se —1l<pu<uy

Assim, € possivel ver que a equacao (4.205) consegue recuperar bem as Equacgdes

(3.128) e (3.129).
Seguindo a abordagem do modelo reduzido, a Eq, (4.203) é expandida e apds uma breve

manipulacdo matematica é obtida da seguinte forma:

Ry (4) 26, (R, pu.7,)| (4.209)

5(#,2’1)2@(R,,U,Tl)‘R:R*df B 4 R

‘R:R*df
Multiplicando ambos os membros por & (R, ,7), temos

& (R 7)0(p7) = e (R )0, (Ropa )|,

. (4.210)
IR A AGY A
R
Assim, € possivel substituir a Eq. (4.210) na Eg. (4.205) para obter:
- Ry (1) 06, (R, u,t
(R 5)8(15) =0, Ry 120 ot @21

‘R:R*d,
O fluxo de calor na superficie da goticula é definido como segue, com a reorganizacao

da Eq.(4.211).
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M _ 4a, _ 40(1(R,,u,z') 5 4212
oR Rk [al(R,/J,T)-I-aJR; (y) [al(R,,U,T)-l-aS]R; (,U) (ﬂ,Tl) (4.212)

Como citado na CIEA para a goticula idealizada, outra informagdo de importante
conhecimento para o problema é a temperatura adimensional ou o fluxo de calor no interior
da goticula, para ter essa informacao é necessario aplicar a condi¢do de contorno do problema
na Eq. (4.204). Além disso, uma condicdo adicional em R = O precisa ser fornecida para
resolver o problema, neste trabalho foi adotado uma condi¢do do segundo tipo homogénea,
pois foi considerado a hipotese que no interior da goticula (R=0) o fluxo de calor serd muito
pequeno e nado terd uma influéncia significativa no processo. Por outro lado, quando esta
hipotese ndo for valida, uma sugestdo é adotar a transformacdo V = R/26 no sistema de
equacOes do problema, pois com essa transformacdo serd obtido para o problema uma
condi¢do em R=0.

* 106, (R, u,t
gf (O’:u’rl)ZQf(R df (,U),,U,Tl)——M

4.213
2 oR ( )

R=Ry (1)

Em seguida, substituindo a Eq. (4.212) e (4.209) na Eq. (4.213), temos

o, (R 12,78, (0, 11,7, =[1- R;Z(ﬂ)}az _%é(ﬂ,q) (4.214)

Desta forma, a equacao acima € a relacdo do interior da goticula com a temperatura

média.
Em seguida, repetindo os procedimentos ja utilizados, é necessario aplicar o operador

Rar (1)

*33 I R? dR, na equacéo de conducao de calor do problema. Assim,
Ry (1) 9
Ry (u
3 dep)RZ 00,(R,u7,) dR =
Rdf3(ﬂ) 0 or
R (1) 2
2 Rz(a O (Rpry) 2 ae/(R,ﬂ,rl)JdR (4.215)
R (1) 3 OR R @R
3 MY 1 a( ., 8 (Rur)
g [ R = (1-1* )= dR
df (ﬂ) 0 H i
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Organizando a Eq. (4.215), nos respectivos termos:

Rar (1)

3] reldRen) g
Ri” (1) o o7y
i
Rir (1) 2
3 J~ R2 6(9/(R,,u,rl)+£89/(R,,u,rl) R (4.216)
R0 w R o

v

3 Rar (1)

R;f3 (#) ‘!

+ R2 izg (1_Iu2)89/(Ruu)Tl) dR
R ou ou

e resolvendo cada termo a seguir, temos:

Rar (1)

3 T R 00 (Run) o 96(pT) (4.217)
R (1) o ory o,

O segundo termo pode ser resolvido com a aplicagdo da integral por partes, e tem a
seguinte solugéo

3 M 20 (Rt 200, (R,
I : jR A L VAN AS Y LUV

Ry (1) 3 OR® R @R (4.218)
3 o,
B R;f (ﬂ) ﬁ R=Ry (1)
Sendo o segundo termo da seguinte forma:
. 3 o, ~ 4o
-WG_RR:R;(#) B I:al (R:ﬂyf)"‘as]R;f (ﬂ) (4.219)
4oy (R,,u,r) é(lu Tl) )

[al (R,,u,r)+a3]Rdf (,u)
O terceiro termo pode ser reorganizado e resolvido a integral pela regra do trapézio

corrigida, assim:
Rat (1)
3 0 5 O
m:———{ (1-u°)— 0,(R,u,7, )dR (4.220)
Rar” (1) Ou Ol E[

Onde, a regra do trapézio corrigida é dada como:
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5 Rar (1) sz (ﬂ) .
a j 0,(R, 7, JAR = 5 [‘9/(Rdf (ﬂ):ﬂ:fl)“‘e((o;#:fl)]
0

+R;f2(ﬂ)[80[ }
R=Ry ()

12 | R
Sendo o terceiro termo dado em funcéo da temperatura adimensional na superficie, no

(4.221)
_ 90,
R OR

interior da goticula e pelo fluxo na superficie da goticula, como segue:

3 o P Rar (1)
M :————|(1-*)=— | O0,(Ru1,)dR |=
Ry~ (1) O o 'c[ ‘ 1
_ ;3 i (l—,uz)i R;f (,u)@/(sz (ﬂ):ﬂ) ) N R;f (ﬂ)G/(O,ﬂrfl) (4.222)
Ry~ () Ou ou 2 2

__ 3 2,2 R,
szs(,u) ou ou 12 OR

R=R (ﬂ)]

Lembrando pelas equacdes, temos:

m _ 4a, ~ 40‘1(R1,U17) 5 4225
R, [aRan alt W [a®analh@ 0 ¢
1 2 2 _
0,(0,u,7,) = 1-— ,————0( 1,7, |
(( g T) (Zl(R,,u,T)I: Rdf (/J)]a Rdf (/1) (,LIZ') (4.224)

a, ~ a, 00, (R,,u,rl)| (4.225)
o, (Rou,7) o (Rou,7) oR

0, (R*df (,u),,u,r) =

As equacOes ndo irdo ser substituidas na equacdo, sera adotado a solucao pelos
sistemas de equacéo, pois facilitara no desenvolvimento do algoritmo computacional do
presente trabalho. Desta forma, a EDP resultante do operador, é o0 seguinte sistema de

equacoes:
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00(,7) _ 4oy _ 4oy (R, p.7) (1)
oy [al(R,,u,r)+a3]Rdf (n) [al (R,,u,r)+0c3]Rdf (u)

.3 i[(l_ﬂz)i(R;f(ﬂ)Q/(RZf(/‘)’/"Tl)_‘r_R;f(Iu)gf(ouulrl)]] (4.226)

y ou 2 2
R=Rg () }:l

Rdf3 (#) ou

Ry () u u| 12 R

3 0 [(1“2)88 (Réfz(u)ae,.
i

Condicéo Inicial

O(u,7)=060 (4.227)
Condicgoes de contorno
o0( 1,7, « dR" (1)
—= -6,(R A, 1| —————==0 4.228
o - /( ar (1) T) IR ( )
00(p.7,) - AR’y (-1)
—_—= -0,|R —1,1)|————==0 4.229
o - /( at (#) T) JR ( )
Onde,
%6 Run) by R G (a2s)
oR ey [al(R,y,T)-l-aJRdf (u) [al(R,,u,r)+a3]Rdf (1)
1 2 2 -
0,(0,p,7,) = 1-— a,-———0(ur (4.231)
ﬂ( l) al(Rou)l: Ryt (ﬂ)} 2 Ry (,U) ( 1)
a, a, 00,(Rur)

0,(R'y (1), 1,7) = (4.232)

al(R,,u,r)_al(R,,u,r) oR

Este sistema de equacdo pode ser programado no Mathematica e resolvido com a
aplicacdo da sub-rotina NDSolve, onde sera possivel conhecer a temperatura adimensional

média, no interior e na superficie da goticula.
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CAPTIULOS

RESULTADOS

O presente capitulo esta dividido em 2 secdes, a primeira apresenta os resultados
obtidos considerando a goticula de ar super-resfriada suspensa e sujeitas a uma corrente de
ar fria, e a segunda secdo para a goticula apoiada em uma superficie fria e sujeita a uma
corrente de ar fria. Para a goticula suspensa, a equacdo de conducao de calor foi reduzida
pela aplicacdo da CIEA, com as aproximagdes Ho,o /Hoo € H1,1/Hoo e a EDO resultante foi
resolvida através de um codigo simbolico-numérico construido na plataforma Wolfram
Mathematica ®. Nesta secdo sdo apresentadas uma varia¢do do nimero de Biot e do nimero
de Stefan (para o 3° estdgio) comparando as solug¢bes das aproximagdes da CIEA com a
GITT, para verificar a precisdo dos modelos reduzidos. Além disso, € apresentada uma
validacdo com os resultados disponivel na literatura e uma analise paramétrica para analisar
0 tempo de congelamento da gota. J& a se¢do da goticula apoiada, 0 modelo 2D proposto é
reduzido com o emprego da CIEA Hi1/Hoo € a equacéo resultante resolvida pela abordagem
hibrida da GITT e numérica da NDSolve na plataforma Wolfram Mathematica ®, além do
modelo reduzido a GITT é utilizada para a transformacéo total do modelo para comparacgao
com a CIEA-GITT, e para critério de verificacdo o algoritmo do modelo 2D é resolvido pela
NDSolve. Como resultados da goticula apoiada sera apresentado a evolugdo da temperatura
adimensional média e na superficie da goticula, em diferentes cenarios fisicos e uma analise
de convergéncia comparando os métodos da CIEA-GITT e GITT. Além disso a solugéo da
goticula idealizada na CIEA-GITT é comparada com a goticula deformada pela CIEA-
NDSolve, comparando a evolucdo da temperatura média em diferentes angulos de contato e
raio da goticula. A Tabela 4.1 resume as configurages analisadas da goticula e quais 0s

métodos / aproximagdes foram utilizadas para encontrar a solucéo do problema proposto.
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5.1. Goticula Suspensa

5.1.1 Variagdo do Numero de Biot.

O numero Biot (Bi) é um importante parametro adimensional na transferéncia de
calor, representado pela razdo entre a resisténcia térmica para conducgdo e a resisténcia
térmica para a conveccao na superficie da goticula. Neste sentido, com o objetivo de analisar
o limite de aplicabilidade e demonstrar a precisdo da CIEA, foram escolhidos alguns valores
de Biot, abrangendo uma gama bastante ampla de aplicacdo. Para isto, os resultados obtidos
pelo CIEA sdo comparados com os resultados da GITT, obtidos da elaboracéo de codigo no
software Mathematica® onde resolveu os sistemas de equacdes diferenciais transformados
obtidos fornecidos em CARVALHO, et al., (2021). Como o presente trabalho ndo busca
destacar a solucdo via GITT para a goticula suspensa, uma vez que esta contribuicdo ja foi
realizada em CARVALHO, et al., (2021), uma breve andlise da convergéncia da GITT é
apresentada no Anexo A deste trabalho, assim como algumas tabelas comparando o0s
resultados da GITT e CIEA. Para os resultados da GITT dos presente grafico foram adotados
40 termos (M=40), uma vez que a convergéncia em M=40 é garantida para todas as fases da

goticula suspensa, como mostrado nas tabelas presentes no Anexo A.

As Figuras 5.1 — 5.4 apresentam a evolucdo da temperatura na superficie da gota no
primeiro estagio, em diferentes valores de Biot (0.1, 1.0, 5.0, 10.0), e compara os resultados
da Ho,o/Ho,0 € H1,1/Ho0 € do modelo completo por GITT (M =40), onde o tempo adimensional
varia de 0 a tl. Deve-se notar que o final da 12 etapa (ou seja, quando a gota atinge a
temperatura de nucleacdo) sera diferente para cada valor de Bi e é diferente para cada
aproximacdo. Além disso, comparando com resultados experimentais (HINDMARSH, et al.
2004), o nimero de Biot s&o de aproximadamente 0.1, sendo uma boa apresentacdo para este
estudo. Assim, os valores de Bi = 0.1, 1.0, 5.0 e 10.0, foram adotados arbitrariamente para
analisar os resultados e desafiar a metodologia do modelo reduzido. Valores mais baixos do
numero de Biot levam a perfis de temperatura mais uniformes, favorecendo assim a precisao
da CIEA.
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Como pode ser observado na Figura 5.1 evolucdo da temperatura, com Bi = 0.1,
apresenta resultados bem ajustados quando comparados os obtidos pela CIEA com a GITT.
Para baixos nimeros de Biot (por exemplo, Bi = 0,1) a goticula de 4gua tem campos de
temperatura aproximadamente uniformes ao longo de seu raio, favorecendo a aplicacdo de

tais esquemas de fixacao.

Bi=0.1
2.0g —
--we GITT
1.8 :
~-a= CIEA H11/H00
= 1o -~ CIEA HOO/HOO ]
=14
>
1.2}
1.0f
0 2 4 6 8 10 12

Figura 5-1 - Evolucdo da temperatura adimensional na superficie da goticula para o
primeiro estagio com Bi = 0.1, Bim,1=Bir1=0, To=2Tw, Tw = 254.13K, Tn = 254.75K.

A Figura 5.2 mostra a evolucdo da temperatura adimensional na superficie da goticula
comparando com a solucdo da GITT e com a CIEA nas aproximacdes Ho,o/Ho,o € H1,1/Hoy,
paraum valor de Biot dez vezes maior que a Figura 5.1, onde os resultados sao bem ajustados.
Este aumento do valor de Biot ocasiona em um pequeno desvio para a aproximagao Ho,o/Ho,o,
pois esta aproximacgdo ndo consegue absorver informagdes suficientes da superficie da
goticula. Isto pode ser visto matematicamente atraveés da comparacdo das equagdes
reduzidas, as Eqs (4.28 e 4.35) que sdo obtidas pela aproximagéo obtidas Hoo/Hoo possuem
um modelo bem mais simplificado e carregam poucas informagdes do Biot que as Eqgs (4.81
e 4.85) que séo obtidas pela aproximagéo Hz,1/Ho, quando comparada com a Hi,1/Ho0. Desta
forma os resultados ndo sdo tdo bem aproximados, enquanto para este cenario a aproximacao

mais elevada permanece com bons resultados.
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Bi=1.0

2.0y
1,8 =-E-- GITT
~-a- CIEA H11/H00

~ 1.6
:n --e-- CIEA HOO/HOO0
=14
)

1.2

1.0

0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 5-2 - Evolucdo da temperatura adimensional na superficie da goticula para o
primeiro estadgio com Bi = 1.0, Bim,1=Bir1=0, To=2Ta, Ta = 254.13K, Tn = 254.75K.

As Figuras 5.3 e 5.4, assim como as anteriores, analisam a evolugdo da temperatura
adimensional na superficie da goticula em comparacdo com os métodos da GITT e as duas
aproximacdes utilizadas da CIEA, porém, agora com valores elevadores de Biot (Bi = 5.0,
Figura 5.3 e Bi = 10, Figura 5.4). Os altos valores de Biot representam um resfriamento mais
rapido, alcancando os valores da temperatura de nucleacdo imposta rapidamente, entretanto,
como a informacdo carregadas com os valores de Biot sdo fornecidas no contorno da goticula
com o ar, ou seja, na sua superficie, a aproximacdo da CIEA Hoo/Hoo apresenta um desvio
significativo, pois ndo consegue manter essas informacdes na equacao resultante do modelo
reduzido, além disso, 0 processo atinge a temperatura de nucleacdo em um instante diferente
dos demais métodos. Porém, quando comparado com a aproximacdo H1,1/H0,0 e GITT os
resultados permanecem proximos com uma pequena variacdo do instante final, pois a
temperatura de nucleacdo também foi atingida em momentos diferentes, ja que o critério de
parada utilizado é quando atinge a temperatura de nucleacdo (Tn = 254.75K), que acontece
antes que a goticula alcance a temperatura do ar (Ta = 254.13K) e as equacdes resultantes
finais possuem simplificac6es diferentes Eq. (3.35) para a aproximagéo Ho/Ho,o € Eq (4.85)
para a aproximacao Hi,1/Ho,0 € 0s casos sdo modelos aproximados de solucao, é esperado que
estes valores de fato sejam diferentes e que a aproximacao H1,1/Hoo por ser uma modelo mais

preciso consiga ser mais competitivo com a GITT que a Ho,o/Hoo.
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Figura 5-3 - Evolucdo da temperatura adimensional na superficie da goticula para o
primeiro estadgio com Bi = 5.0, Bim,1=Bir1=0, To=2Tw, Te = 254.13K, T, = 254.75K.
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Figura 5-4 - Evolucdo da temperatura adimensional na superficie da goticula para o
primeiro estagio com Bi = 10.0, Bim,1=Bir1=0, To=2Tw, Tw = 254.13K, Tn = 254.75K

5.1.2 Variagdo do numero de Biot e numero de Stefan

O namero de Stefan (St) é o parametro adimensional caracteristico encontrado em
problemas de mudanca de fase, sendo definido como a razéo do calor sensivel e latente
trocados pelo sistema. As Figuras 5.5-5.8 ilustram o efeito do nimero de Bi e St no terceiro
estagio (solidificacéo), através da evolugéo da temperatura adimensional 0, , (O, r) e frente
de solidificacdo adimensional v=s(t)/R.
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As Figuras 5.5-5.8(a) que mostram a evolucdo da frente de solidificacdo
adimensional, enquanto as figuras 5.5-5.8 (b) os evolucdo da temperatura adimensional, além
disso, os instantes iniciais ocorrem em momentos diferentes, pois como mostrado nas figuras
5.1 a 5.4 o inicio da etapa de recalescéncia ocorre em diferentes instantes a depender da
aproximacdo usadas. Mais uma vez os resultados obtidos pela CIEA foram comparados com
0 da GITT considerando diferentes valores de Bi (0.1, 1.0, 5.0), acrescentando neste 3°
estagio uma variacdo com os valores de St (0.11, 0.15, 0.20). O valor de St = 0,11 foi
escolhido uma vez que representa o valor adotado em HINDMARSH et al., (2003), enquanto
os valores maiores, St = 0.15 e 0.20, também foram considerados para analisar a influéncia

do numero de Stefan no tempo de congelamento.

Pela Figura 5.5, 0 aumento de St ( de 0.11 para 0.20) representa um aumento na
transferéncia de calor sensivel em comparacdo com a transferéncia de calor latente, desta
forma, espera-se uma variacdo mais significativa de temperatura durante o processo de
mudanca de fase, como confirmado pelos resultados destas figuras, onde os resultados com
maior valor de St apresenta um congelamento mais réapido, terminando o tempo de
congelamento mais rapidamente, esta analise € essencial em processos que os gradientes de
temperatura precisam ser monitorados, pois a constitui¢do do solido é afetada pela magnitude
do gradiente de temperatura, sendo este efeito relevante em aplicagdes da industria
farmacéutica, alimenticia e metaldrgica.

Bi=0.1 Bi=0.1
0.30F ' ' T siZ 005

1.0} a

—-m-- GITT

osl 0.25} -i-- CIEA H11/HO0

St=0.15 |
© 0.20f --=-- CIEA HOO/HO0

(=]

= 0.15}
1 < o0.10f
0.05}
15 20 25 30 35 40 15 20 25 30 35 40
T T

0.61 St = 0.20

v(T)

St=020 |
0.4} --=-- GITT

--a-- CIEA H11/HOO

021 ... ciEA HoOHOO

0.0e

Figura 5-5 - Comparacéo da solugéo GITT e da CIEA para a posicdo adimensional da
frente de solidificacdo para a temperatura adimensional da goticula goticulas no estagio de
solidificagdo, com Bi=0.1, onde a curva azul, GITT, curva preta, CIEA Hz1/Hope curva
vermelha, CIEA Hoo/Ho..
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Além disso, ao comparar as figuras 5.6 e 5.7, que possuem os valores de Bi = 1.0, e
Bi = 5.0, respectivamente com a figura 5.5, de Bi = 0.1, é possivel observar que quando
aumentamos os valores de Bi, é notado que uma varia¢do no instante final do estagio de
congelamento. Este desvio esta presente independentemente do valor do nimero de Stefan
na faixa analisada. Pode-se notar que a velocidade da frente de solidificagdo, aumenta
acentuadamente a medida que o fim da solidificacdo é abordado. Por outro lado, essa
velocidade é diretamente proporcional a derivada espacial da temperatura na interface, que é
de fato aproximada pelas formulac6es diferenciadas, ja que € aplicada como uma condi¢do
de contorno no processo. Portanto, mesmo um erro relativamente pequeno nesta quantidade
pode induzir uma variacdo significativa na previsdo do tempo final de solidificacdo, como
pode ser observado nas Figura 5.6 e 5.7, embora menos notavelmente nas previsdes de
temperatura adimensional, porém é notado que o instante final do processo no gréfico da
temperatura ocorre em momentos diferentes. Desta forma, como esperado, a duracdo do
processo de congelamento esta visivelmente ligada aos valores do nimero Biot e do nimero

de Stefan e € muito mais rapida tanto para bic3 quanto para St.

O —cr

0.2} --»- CIEAH11/HOO
--o-- CIEA HOO/HOO

Bi=1.0
1.0f e ' '
(a)
0.8}
o 0.6f =0.11 S
> P
Q@')

0.0k

2 3 4 5 6

T T

Figura 5-6 - Comparacéo da solugcdo GITT e da CIEA para a posicdo adimensional da
frente de solidificagdo para a temperatura adimensional da goticula goticulas no estagio de
solidificacdo, com Bi=1.0, onde a curva azul, GITT, curva preta, CIEA H11/Hooe curva
vermelha, CIEA Hoo/Hopo .
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Figura 5-7 - Comparacdo da solucdo GITT e da CIEA para a posi¢do adimensional da
frente de solidificacdo para a temperatura adimensional da goticula no estagio de
solidificacdo, com Bi=5.0, sendo curva azul, GITT e curva preta, CIEA Hy,1/Ho.

5.1.3 Aplicacéo no congelamento de goticulas super-resfriadas.

A metodologia proposta esta agora empregada em uma situacdo tipica de
congelamento de goticulas super-resfriadas. Para efeitos de comparacdo, 0s mesmos
parametros informados no trabalho experimental-teérico de HINDMARSH, et al., (2003) séo
aqui adotados. A Tabela 5.1 resume estes dados de entrada. A Figura 5.8 mostra uma
comparagdo dos resultados experimentais de HINDMARSH, et al., (2003) com o presente
estudo para a evolucéo da temperatura adimensional no centro das goticulas no primeiro estagio
(Figura. 5.8a) e para o quarto estagio (Figura. 5.8b). Os resultados tanto através da formulagéo
CIEA Hii/Hoo quanto da GITT concordam muito bem com aqueles obtidos
experimentalmente em HINDMARSH et al., (2003), oferecendo uma validagdo importante

do modelo atual.
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Tabela 5-1 - Propriedades e dados de entrada (HINDMARSH et al.,2003).

Variavel Valor Variavel Valor Variavel Valor
Da[m2/s] | 2.060 x 10 pi [kg/m?3] 1000 L [I/kg] 3.33x 10°
¢ [J/kgK] 4217 pice [kg/m?] 920 Le [J/kg] 2.502 x 106

Cice [J/kgK] 2040 pv,o [kg/m3] 4.8473 x 107 Lso [J/kg] 2.838 x 108

k.. [W/m K] 0.0234 P [kg/m?] 1.3317 £ 0.96

ki [W/m K] 0.569 o [Wim%K*] | 5.670 x 10°® Mo [Ns/m2] | 1.663 x 10

Kice [W/m K] 1.88 v [m/s] 0.42

Grupo adimensionais
Fase Bic Bim Bi,
Liquida 0.114 0.0046 0.0012
Sélida 0.035 0.019 0.00046
1.087— ‘ ‘ ‘
1.10 “eemees GITT % —-mee GITT
1.08} ---a--- CIEA H11/HOO 1 1.06F % ---a--- CIEA H11/H00

—_ P ~ RERU D CIEA HOO/HO0
2 1.06 CIEA H00/HO0 15 Lodl ]

Ei, Hindmarsh et al., (2003) | 5. Hindmarsh et al., (2003)
< 1.04 {8

< 1.02}
1.02} ]
1.00’ (a) | | | vy 1.00F | (b) | | | -.‘..............‘ mmmmm ‘
0 2 4 6 8 40 45 50 55 60 65 70 75

T

T

Figura 5-8 - Comparagdo da temperatura adimensional no centro da goticula para a (a)
estagio de Super-Resfriamento (1°) e (b) Resfriamento (4°), das abordagens propostas (GITT
e CIEA) com os dados da literatura HINDMARSH et al., (2003), (Ta = 254.13K, T, = 254),
e valores dos grupos adimensionais fornecidos na Tab. 5.1, e Rp=0.78mm

5.1.4 Estagio de solidificacédo e analise paramétrica

A presente secdo mostra uma analise paramétrica no estagio de solidificacdo (3°),

para isto, variaces na velocidade do fluxo de ar ("v") e no raio da goticula de agua ("R"),

séo analisados, com os dados de entrada fornecidos pela Tabela 5.1. Essas variagdes afetam

diretamente ndmeros os importantes nimeros adimensionais presente neste estudo, com

influéncias nas correlagcbes para os nimeros de Nusselt e Sherwood, além de afetarem
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diretamente os numeros de Biot. As variagcdes da velocidade e do raio da gota nos parametros

adimensionais sdo apresentadas na tabela 5.2.

As figuras 5.9 (a-b) mostram os resultados do estudo paramétrico proposto para no
3° estagio, pela evolucdo da temperatura (b) e da frente de solidificacdo (a) em diferentes
valores da velocidade do fluxo de ar. Como pode ser visto na Tabela 2, um aumento na
velocidade do fluxo de ar de 0,42 para 0,97 m/s corresponde a uma variacgdo significativa nos
principais parametros a dimensionaveis, uma vez que tal aumento nos nimeros de Sherwood
e Nusselt representa um efeito acentuado na transferéncia de massa e calor por convecgéo no
sistema, respectivamente. Além disso, observa-se que 0s nimeros do Biot permanecem com
valores baixos, claramente dentro da faixa previamente analisada que justifica um modelo

bastante preciso de reducdo do CIEA.

1.0F 4

(a) 0.15/ —— v = 0.42 mis (GITT)
0.8 - --a-- v = 0.42 m/s (CIEA)
V= 0.42 s (GIT T _ —— v=0.70 m/s (GITT)
= 0.6 ...y 042 ms (CIEA) & 010 . - o70ms (CIEA)
= 0.4f — v=070ms(GITT) é —— v=0.97 m/s (GITT)
--e-- v=0.70 n/s (CIEA) < 0.05k -+ v=0.97 m/s (CIEA)
0.2} —— v=0.97 m/s (GITT)
-+ v = 0.97 Vs (CIEA) ! .
0.0k : : : ‘ ‘ a— 0.00 -y : : : ‘
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
T T

Figura 5-9 - Influéncia da velocidade do ar e do raio da gota e na frente de solidificacdo e na
temperatura adimensional da gota. GITT (M = 40) e CIEA (H1,1/Hoo), St = 0.11, e Rp
=0.78mm
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Tabela 5-2 Valores adotados para o estudo da analise paramétrica e os valores resultantes
nos parametros adimensionais.

Parametros Pardmetros Adimensionais
Ro (Mm) | v (m/s) Re Nu Sh Bic1 Bir1
32.95 4.729 4.55 0.097 0.00077
0.49 0.42 Bim,1 Bics Bir3 Bim,3
0.00393 0.0294 0.000289 | 0.0159
Ro (MmM) v (m/s) Re Nu Sh Bic Bir1
52.45 5.558 5.33 0.1142 0.00122
0.78 0.42 Bim,1 Bics Bir3 Bim,3
0.0046 0.0346 0.00046 0.0186
Ro (Mm) v (m/s) Re Nu Sh Bic1 Bir1
87.42 6.722 6.434 0.138 0.00122
0.78 0.70 Bim, Bic3 Bir3 Bims
0.0056 0.0418 0.00046 0.0225
Ro (Mm) v (m/s) Re Nu Sh Bic1 Bir1
121.14 7.636 7.298 0.157 0.0012
0.78 0.97 Bim1 Bics Bir3 Bim,3
0.0063 0.047 0.00046 0.0225

A Figura 5.10 mostra os resultados obtidos da temperatura adimensional da goticula,

no estagio de solidificacdo para diferentes tamanhos de raio da goticula, comparando com 0s

métodos da CIEA Hii/Hopo e GITT, que sdo os melhores métodos, como analisados

anteriormente. Os resultados mostram, como esperado, que as goticulas de menor raio,

congelam mais rapidamente, enquanto a metodologia atual do modelo reduzido fornece uma

maneira bastante precisa e barata computacionalmente para estimar o tempo total de

congelamento e a evolugdo do limite movel. Além disso, como esperado, os resultados do
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CIEA para a fase de solidificacdo também fornecem excelentes previsfes das temperaturas

adimensionais quando comparadas com os resultados de referéncia do GITT.

1.0} & 1 ‘ ‘ ‘
(a) 0.15p R =0.49 mm (GITT)

0.8 ] --+-- R = 0.49 mm (CIEA)

0.6t £ 0.10 —— R=0.78 mm (GITT)
© O °F == R=0.49 mm (GITT) =)
< = --e- R=0.78 mm (

0.4} -+ R=0.49 mm (CIEA) 8

—— R=0.78 mm (GITT) = 0.05¢
020 4 R=078mm (CIEA)
0.0E_. \ \ ‘ ‘ 0.00 - s ‘ ‘ ‘
10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
T T

Figura 5-10 - Influéncia da velocidade do ar e do raio da gota e na frente de solidificacéo e
na temperatura adimensional da gota. GITT (M = 40) e CIEA (H1,1/Hop), St = 0.11.

5.2 Goticula Apoiada em uma Superficie

Para analise dos resultados da goticula apoiada em uma superficie foi desenvolvido
um codigo no software Mathematica®, resolvendo através do NDSolve as
técnicas/aproximacoes presentes na Tab 4.1. Além disso, a aproximacao utilizada da CIEA
nesta parte do trabalho foi a Hi,1/Hoo e a sub-rotina NDSolve foi controlada definindo um
MaxStepSize de 0.001, AccuracyGoal de 13 e PrecisionGoal de 11, alem disso, paraa GITT
foi considerado na NDSolve o seguinte comando de métodos “EquationSimplification ->
Residual”.

5.2.1 Analise da Convergéncia

Para a simulacdo da goticula apoiada em uma superficie, a convergéncia da
temperatura foi testada em dois pontos do dominio espacial. Foram adotados os valores na
superficie da gota e em diferentes angulos zenital, ou seja 8(1,0,7) e 6(1,—1,7), que

mostram as duas regifes em que a condi¢do de contorno na goticula possui informacdes
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diferentes (contato goticula-ar e goticula-substrato, como mostrado na Fig. 5.11 cuja pontos
de medidas estdo representados em vermelho), de acordo com a Eq. 3.60, desta forma, estes
pontos podem representar uma boa amostraram para analisar a convergéncia da solugéo.
Além disso, neste teste de convergéncia, os valores foram calculados em diferentes instantes
do tempo adimensional, em t =1 e t =10, ou seja, no inicio do processe de Super-

Resfriamento e préximo do fim, onde a gota esta proxima ao regime permanente.

¢f > 150°

e(1,-1,7)
__‘.-—
he, Ty,

Superficie de Contato

Figura 5-11 - Pontos (destacados em vermelho) para analise de convergéncia da solucdo
pela GITT / CIEA-GITT.

A Tabela 5.3 apresenta a convergéncia obtida utilizando a CIEA-GITT (Hy,1,Ho0) na
metodologia para solucdo das Eqgs. 3.55-3.60, a CIEA foi adotada para reduzir o modelo e a
GITT para solugéo da EDP reduzida. Como citado acima, a convergéncia foi calculada nos
pontos 6(1,0,7) e 8(1,—1,7) e para t =1 e T =10, sendo considerado na Tabela 5.3 apenas
o fendmeno de conveccgéo na superficie da gota, i.e, Bim e Bir =0, os valores de Bi e Bic, que
sdo os valores de Biot na superficie ar-gota e substrato-gota foram considerados 0.1 e 1.0, e
a convergéncia. Neste cenario é possivel analisar que a convergéncia no quinto digito foi
alcancada em M=10 para os 4 pontos analisados. Além disso, é notado que a convergéncia

desta solucdo é mais lenta nos valores mais proximos de zero, como esperado pelas expansoes
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em autofuncgdes e por valores grandes do tempo adimensional o processo atinge o regime

permanente.

Tabela 5-3 - Comportamento de convergéncia obtido para os valores da temperatura
adimensional na superficie da gota via CIEA — GITT (Hz1,1,Ho,0). Sendo considerado: Bi =
0.1, Bic = 1.0, Bim =0.0, Bir = 0.0, e Rp =0.78mm

M 6(1,0,1) 6(1,0,10) 6(1,-1,1) | 6(1,—1,10)
1 0.88810 0.56874 0.40168 0.27027
10 0.88812 0.56874 0.40169 0.27027
20 0.88812 0.56874 0.40169 0.27027
30 0.88812 0.56874 0.40169 0.27027

A Tabela 5.4 mostra a convergéncia na superficie da goticula obtida utilizando a
transformacdo dupla pela GITT. Assim como feito pela CIEA-GITT os resultados da
convergéncia sao analisados na temperatura adimensional nos seguintes pontos 6(1,0,7) e
0(1,—1,7) e para os seguintes valores de tempo adimensional t =1 e t =10. Diferente da
CIEA-GITT a expansao € obtida por um somatério duplo, sendo representado por M1 X M2,
onde M1 representa a expansao no angulo zenital e M2 a expansao pela coordenada radial.
Pela tabela 5.4 é possivel observar que a convergéncia ocorre com a expansao 20x20 no
quinto digito em todos os quatro cendrios calculados. Assim como ocorreu na Tabela 5.3, na
convergéncia é necessario menos termos para valores maiores do tempo adimensional, assim
como, € necessario mais termo perto do resfriamento. Além disso, comparando os resultados
da CIEA-GITT e GITT e possivel obter que os resultados sdo bem proximos, em todos 0s
quatro cenarios observados. Podendo concluir que a CIEA-GITT e GITT possuem bons
valores e exceléncia convergéncia, sendo principal vantagem da utilizacdo da CIEA-GITT a

néo utilizagéo da expansédo dupla e consecutivamente um menor custo computacional.

98



Tabela 5-4 - Comportamento de convergéncia obtido para os valores da temperatura
adimensional na superficie da gota via GITT. Sendo considerado: Bi = 0.1, Bic = 1.0, Bim
=0.0, Bir = 0.0, e Rp =0.78mm

M1 x M2 6(1,0,1) 6(1,0,10) 6(1,-1,1) | 6(1,—1,10)
1x1 0.855864 0.55598 0.29057 0.27027
5X5 0.861569 0.55626 0.29065 0.27027
10x10 0.861651 0.55627 0.29066 0.27027
15x15 0.861663 0.55627 0.29066 0.27027
20x20 0.86167 0.55627 0.29066 0.27027
25x25 0.86167 0.55627 0.29066 0.27027

A Tabela 5.5 mostra a analise da convergéncia para a temperatura adimensional na
superficie da goticula pela CIEA — GITT, diferente da Tabela 5.3 os resultados foram
calculados para a condicdo de contorno com os fenbmenos de transferéncia de calor por
conveccao, transferéncia evaporativa e transferéncia de calor por radiacdo, os valores
adimensionais adotados foram Bi = 0.1, Bic = 1.0, Bim =0.01 e Bir =0.01, escolhidos para
demonstrar a convergéncia com todos os fendmenos citados. A convergéncia apresente bons
resultados para M=10 nos 4 cenarios analisados, e como no cenario anterior, a convergéncia

é mais lenta para valores iniciais do Super-Resfriamento.

Tabela 5-5 - Comportamento de convergéncia obtido para os valores da temperatura
adimensional na superficie da gota via CIEA — GITT (H1,1,Ho,0). Sendo considerado: Bi =
0.1, Bic = 1.0, Bim =0.01, Bir = 0.01, e Rp =0.78mm

M 6(1,0,1) 6(1,0,10) 0(1,-1,1) 6(1,-1,10)
1 0.85712 0.54714 0.40168 0.27027
10 0.85713 0.54714 0.40169 0.27027
20 0.85713 0.54714 0.40169 0.27027
30 0.85713 0.54714 0.40169 0.27027
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A Tabela 5.6 apresenta os resultados da convergéncia da temperatura adimensional na
superficie da gota via CIEA-GITT. Diferente dos casos anteriores a convergéncia foi
analisada utilizando valores dos parametros de acordo com HINDMARSH et al., (2004) e
CARVALHO et al., (2020), sendo os valores adotados para o caso da goticula suspensa. E
possivel observar que os valores de convergéncia apresentam excelentes resultados e que
para M = 10 ja é encontrado a convergéncia no quinto digito. Desta forma, fica claro que a
combinacdo do modelo reduzido, pela CIEA, e da GITT para solu¢do da equacédo reduzida

apresenta uma convergéncia rapida no processo de Super-Resfriamento da goticula.

Tabela 5-6 - Comportamento de convergéncia obtido para os valores da temperatura
adimensional na superficie da gota via CIEA — GITT (Hz,1,Ho0). Com os valores dos
grupos adimensionais da Tab. 5.2, e Rp = 0.78mm

M 6(1,0,1) 6(1,0,10) 0(1,-1,1) 6(1,-1,10)
1 0.79694 0.45230 0.36175 0.27027
10 0.79697 0.45232 0.36176 0.27027
20 0.79697 0.45232 0.36176 0.27027
30 0.79697 0.45232 0.36176 0.27027

5.2.1 Evolucéo da Temperatura

A Evolucdo da temperatura é analisada nesta subsecdo pela implementacdo de um
modelo reduzido que foi resolvido numericamente através da sub-rotina NDSolve do
software Mathematica, este cenario é denominado neste trabalho como CIEA-NDSolve.
Também é realizada a aplicacdo do modelo reduzido e a aplicacdo da formulacdo hibrida
numerico-analitica da GITT para resolver a equacdo reduzida obtida pela CIEA, sendo esta
etapa de solucdo citada neste trabalho como CIEA-GITT, além disso, uma formulacéo
completa da técnica da transformada integral € utilizada, sendo referida apenas como neste
trabalho GITT. Além disso, o algoritmo desenvolvido da aplicagdo da metodologia detalhada
no capitulo anterior (Secdo 4) é verificado com um cddigo desenvolvido numericamente para
0 modelo bidimensional transiente pela sub-rotina NDSolve. Também é realizada uma

comparacdo da metodologia da geometria deformada com a geometria idealizada, analisando
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a precisdao do metodo com geometria idealizada em diferentes angulos de contato e tamanho

da goticula.

5.2.1.1 Evolugdo da Temperatura Adimensional na Superficie da Gota

A Temperatura adimensional na superficie da goticula foi calculada utilizando a
formulacdo de modelo reduzido com a hibrida numérico-analitica (CIEA-GITT, H11,Hoo
M=10), completamente hibrida (GITT, M=15x15), modelo reduzido-numérico (CIEA-
NDSolve, Hi,1,Hoo) e completamente numérico (NDSolve) na Figura 5.12. A evolucgdo da
temperatura adimensional inicia da sua temperatura inicial e segue resfriando até atingir a
temperatura de nucleacdo, como visto para o caso da goticula suspensa, para a goticula
apoiada em uma superficie a temperatura de nucleacéo foi adotada arbitrariamente, uma vez
que ela ndo pode ser calculada numericamente e sim obtida experimental, e seu valor foi de
-13 °C na superficie em 6(1,0,7), e ocorre em aproximadamente t=13. Além disso, como
pode ser notado em CHAUDARY, LI, (2014) a temperatura de nucleacdo sera diferente em
relacdo a posicdo da goticula, porém ocorre aproximadamente no mesmo instante, desta
forma t=13 foi adotado neste trabalho como duracdo limite para o estagio de Super-

Resfriamento.

Para a Figura 5.5, foi simulado o caso considerando os valores adimensionais, como,
Bi=0.1, Bic = 1.0, Bim € Bir =0, e com um angulo de 160°, sendo uma goticula apoiada em
uma superficie superhidrofobica, é possivel observar que em todos os métodos os resultados
comparados possuem uma excelente concordancia entre si e as curvas sao justapostas. O
Modelo do NDSolve do Mathematica serve como uma verificagdo do algoritmo, mostrando
que os modelos reduzidos e hibridos possuem bons resultados e sdo uma boa ferramenta para
realizar a simulacdo do estagio de Super-Resfriamento de uma goticula apoiada em uma

superficie superhidrofobicas.
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Figura 5-12 - Evolucdo da temperatura adimensional na superficie de uma goticula apoiada
em uma superficie com angulo de 160° e Bi=0.1, Bic = 1.0, Bim e Bir =0. Sendo GITT
(M=15x15), CIEA-GITT (Hz,1,Ho0 e M=10), CIEA-NDSolve (Hz1,1,Ho,0). Raio = 0.78mm e
Volume da esfera = 1.9878 mm?

A Figura 5.12 mostrou a evolucdo da temperatura adimensional na posi¢do 8(1,0, 1),
para a superficie da goticula no limite superior da direcdo radial possui uma condicao
dependente da variavel zenital, como mostrado na Eq. 3.60, desta forma € interessante
analisar a precisdo dos métodos adotados para a posi¢do 8(1,—1, ), ou seja, a temperatura
em que a goticula e a superficie estdo em contato. Desta forma, a Figura 5.13 mostra a
evolugédo da temperatura adimensional na posi¢do 6(1,—1,t) foi calculada utilizando os
métodos da GITT (M=15x15), CIEA-GITT (H1,1,Hoo e M=10) e CIEA-NDSolve (Hz1,1,Ho)
e verificada com a solugcdo numeérica pela NDSolve. Os resultados, assim como na figura
anterior, possuem uma excelente concordancia entre si e boa precisao entre os métodos. Além
disso, quando comparado a Figura 5.13 com a Figura 5.6 é possivel ver que o resfriamento
consegue atingir o equilibrio mais rapido, isto ocorre pois o valor do Biot na regido de contato
foi de 1.0, enquanto o valor de Biot para a superficie foi de 0.11 e valores para baixos
nameros de Biot apresentam um resfriamento mais lento e temperatura mais uniforme, como

demostrado na se¢do 5.1 da goticula suspensa.
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Figura 5-13 - Evolucdo da temperatura adimensional na superficie de uma goticula apoiada
em uma superficie com angulo de 160° e Bi=0.1, Bic = 1.0, Bim e Bir =0. Sendo GITT
(M=15x15), CIEA-GITT (Hz,1,Hoo0 e M=10), CIEA-NDSolve (Hz1,1,Ho,0). Raio = 0.78mm e
Volume da esfera = 1.9878 mm?

A Figura 5.14 mostra a evolucdo da temperatura adimensional na superficie da
goticula apoiada em uma superficie com o angulo de 160°, utilizando os valores da Tab. 5.2,
ou seja, representa os valores reais de uma goticula em uma corrente de ar fria, diferente das
duas figuras anteriores que mostram casos com Biot definidos arbitrariamente. Assim como
0s anteriores, a temperatura foi calculada pelos métodos da GITT, CIEA-GITT e CIEA-
NDSolve e o algoritmo foi verificado pela solugio numérica da NDSolve. E possivel observar
que os resultados apresentam uma 6tima concordancia entre si, mostrando, mais uma vez,
gue os métodos hibridos e 0 modelo reduzido podem ser utilizados e sdo uma ferramenta
interessante na aplicacdo da simulacéo do processo de Super-Resfriamento de uma goticula

apoiada em uma superficie superhidrofobicas.
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Figura 5-14 - Evolucao da temperatura adimensional na superficie de uma goticula apoiada
em uma superficie com angulo de 160° e valores de HINDMARSH, et al., (2003), Sendo
GITT (M=15x15), CIEA-GITT (Hz1,1,Hoo € M=10), CIEA-NDSolve (H1,1,Hoo). Raio =
0.78mm e Volume da esfera = 1.9878 mm?

A temperatura media adimensional foi analisada em diferentes angulos de contato
entre o substrato e a goticula pelos métodos da CIEA-GITT e GITT. Os valores de angulos
de contato utilizados foram 170 °(curva preta) , 160 ° (curva azul) e 120 ° (curva vermelha)
para representa uma goticula em uma superficie superhidrofébica (> 150°) e hidrofobica (>
90°), um esquema simplificado das goticulas apoiada com diferentes angulos de contato, e
mesmo raio, é apresentado na Fig. 5.15, é possivel ver que para superficies superhidrofdbicas
a goticula continue lembrando uma esfera completa, com apenas uma pequena regido de
interface goticula-base (destacada em azul), ja a goticula na superficie hidrofébica uma
grande interface (regido azul) é observada representando um maior contato da goticula com
0 substrato, além disso foi considerado que a goticula terd& 0 mesmo volume, independente

do seu angulo de contato.

Na Fig. 5.16, que compara os resultados pelo método da CIEA-GITT e GITT nos trés
angulos de contato analisados, é possivel observar que os dois métodos possuem uma
excelente convergéncia entre si, independente do seu angulo de contato. Alem disso, €
possivel observar que para menores angulos de contatos o resfriamento ocorre mais
rapidamente, este comportamento pode ser analisado pois como citado anteriormente o
angulo de contato ira influenciar na condigdo de contorno de limite na diregdo radial que €

influenciada por um intervalo na direcdo zenital. Para angulos de 120°, por exemplo, a
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influéncia do valor de Biot de contato ird ser mais significativa e como este valor € maior que
o0 Biot na superficie ar-goticula o resfriamento ocorre mais rapido, comportamento que foi

analisado na goticula suspensa e na temperatura adimensional na superficie, em 6 (1, u, 7).

Il Goticula - Substrato
@, =120°
wone oo \/
he,T, he,T, he T,
Superficie de Contato Superficie de Contato

Superficie de Contato

Figura 5-15 - Goticula apoiada em uma superficie com diferentes angulos de contato.
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Figura 5-16 - Evolucdo da temperatura média adimensional uma goticula apoiada em uma
superficie com diferentes angulos de contato. Sendo GITT (M=15x15), CIEA-GITT
(H1,1,Hoo € M=10). Raio = 0.78mm e Volume da esfera = 1.9878 mm3

As Figuras 5.17 e 5.18 mostram a evolucdo da temperatura média com angulos de
contato de 160° e 120° respectivamente e obtidos pelo método da CIEA-GITT (circulo) e
GITT (quadrado). Esta evolucdo foi analisada em valores de Biot de contato, sendo
representado por Bic = 1.0 (azul), Bic = 10 (vermelho), Bic = 100 (preto), maiores valores

de Biot irdo tornar o resfriamento mais rapido, como citado anteriormente, valores altos de
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Biot também sdo interessantes para calcular para comparar com uma condi¢do de contorno
do primeiro tipo de temperatura prescrita, que sera comparada na seguir com a goticula com
geometria deformada. Assim, pelas Figuras 5.9 e 5.10 é possivel observar que os resultados
obtém bons valores quando comparado os metodos para Bic =1 e Bic =10, porém para valores
de Bic =100 ¢ possivel observar desvio nos resultados para o angulo de 160 ° e uma pequeno
desvio no angulo de 120°, este desvio é ocasionado pois com maiores valores de Biot a
precisdo do método do modelo reduzido comeca a diminuir, como mostrado na Secéo 5.1.

Além disso, o resfriamento ocorre rapidamente com altos valores de Biot e menores angulos

de contato.
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O CIEA-GITT

| ot ®% -

£O
0.4r QRRRSEE ot sttty

Figura 5-17 - Evolucédo da temperatura média adimensional uma goticula apoiada em uma
superficie com angulo de contato de 160° e com diferentes valores do Biot de contato.
GITT (M=15x15), CIEA-GITT (Ha,1, Hoo € M=10). Raio = 0.78mm e VVolume da esfera =
1.9878 mms3
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Figura 5-18 - Evolucdo da temperatura media adimensional uma goticula apoiada em uma
superficie com angulo de contato de 120° e com diferentes valores do Biot de contato.
GITT (M=15x15), CIEA-GITT (H1,1,Ho,0 € M=10). Raio = 0.78mm e Volume da esfera =
1.9878 mm3

5.2.1.1.2 Comparacdo com a Gota Deformada

A Fig. 5.19 mostra uma comparacdo da regido de contato da goticula com geometria
irregular (deforméavel) e geometria regular (idealizada). Para a goticula deforméavel, a regido
de contato é representada por uma linha de maior espessura e vermelha, enquanto para a
goticula idealizada é representada linha tracejada e azul, é possivel analisar que para
superficies superhidrofobicas (angulo de contato maior que 160°) as duas goticulas lembram
bem uma esfera completa com uma pequena calota esférica para a goticula idealizada e uma
pequena regido de contato na goticula deformada. Porém para superficies hidrofébicas (Ex,
angulo de contato igual a 120°) a calota esférica apresenta uma regido bem maior, enquanto
a geometria idealizada apenas na regido de real contato com a superficie. Assim, a presente
secdo busca comparar o efeito na evolugdo da temperatura desta regido de contato,
comprovante que para superficies superhidrofébicas a goticula idealizada é uma boa
aplicacdo analisar a evolucdo da temperatura em um goticula super-resfriada, além disso,
para a goticula deformada, o mesmo valor de volume serd considerado para diferentes
angulos de contato, porém o raio da goticula sera diferente e dado pela Eg. (3.107), sendo
dependente do angulo de contato considerado, para uma goticula raio de 0.78mm idealizada
sera utilizado um raio de 0.780696mm da goticula deformada com angulo de contato de 160°,

enquanto que para uma goticula com angulo de contato de 120° serd obtido um raio de
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0.8255, essa variacdo no raio se da para que seja comparado goticulas de mesmo volume, nas

duas configuragdes propostas.

Deformada |dealizada

. - / ‘.\ \_\_‘1-7 . //1
o, = 160° ¢, = 160°

[l Contato Goticula - Substrato

I I Contato Goticula - Substrato

Figura 5-19 - Comparacdo da regido de contato da goticula com geometria irregular
(goticula deformavel) e geometria regular (goticula idealizada).

A Tabela 5.7 mostra a temperatura média adimensional em trés diferentes angulos de
contato (170°, 160° e 120°) e em diferentes instantes de tempo, mostrando uma boa
comparacdo dos resultados para superficies superhidrofébicas e um maior desvio para
superficies hidrofdbicas. Para melhorar esta analise a Figura 5.20 mostra esta comparacgdo da
solucdo obtida pela goticula deformada (sistema de equacdo 3.10-3.12) com a goticula
idealizada (sistema de equacbes 3.10-312), pelos métodos da CIEA-GITT (quadrado,
H11,Hoo € M=10) e CIEA-NDSolve (circulo, Hi,1,Hoo) para analisar o cenarios com uma
superficie superhidrofébicas (160°) e superficie hidrofbica (120°). E possivel observar que
para uma superficie superhidrofébicas a aproximacdo do modelo idealizado com o modelo
deformado possui uma boa concordancia entre si, como esperado. Entretanto para uma

superficie hidrofobica os valores obtidos para nas duas solucfes apresentadas possuem um
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desvio entre elas, este desvio pode ser ocasionado pois a regido deformada no angulo de 120°
possui uma parcela significativa na geometria da gota e € melhor representada na geometria
deformada enquanto que a geometria idealizada ndo consegue reproduzir fielmente esta
deformidade. Porém como o objetivo do trabalho é utilizar a simulacdo em superficies
superhidrofobicas os métodos da utilizados para a geometria idealizada permanecem validos
e podem ser utilizados.

Tabela 5-7 - Valores da temperatura média adimensional em diferentes instantes de tempo
e angulo de contato. Onde, idealizada: CIEA-GITT (Hx1,1,Hoo € M=10) e deformada: CIEA-
NDSolve (H1,1,Hoy0)

o =170° o =160° o =120°
Idealizada | Deformada | Idealizada | Deformada | Idealizada | Deformada
6(0,1) 0.855051 | 0.853162 | 0.836325 | 0.851581 | 0.655626 | 0.610362
6(0,2) 0.755508 | 0.713302 | 0.711738 | 0.735839 | 0.478469 | 0.510105
6(0,4) 0.582725 | 0.597085 0.57426 0.596971 | 0.361916 | 0.414176
6(0,6) 0.553229 | 0.526888 | 0.509896 | 0.527804 | 0.33730 | 0.379671
6(0,8) 0.48787 0.498363 0.47872 0.493408 | 0.332052 0.36724
6(0,10) 0.476883 | 0.471537 | 0.463398 | 0.476301 | 0.330931 | 0.362773
6(0,12) | 0.462114 | 0.47018 | 0.455818 | 0.467792 | 0.330691 | 0.361163

----- ®=160° B Idealizada
.7 ©=120° O Deformada
oo o,
= "%0@.'9'-9999
' 66%%@@@@@@0006@ SEEsesesseee
0.4+t .."'Il-l-l--.--fffgnnllllllggg
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Figura 5-20 - Evolucdo da temperatura média adimensional uma goticula apoiada em
uma superficie com angulo de contato de 160° e 120°. Onde, idealizada: CIEA-GITT
(H1.1,Ho,0 € M=10) e deformada: CIEA-NDSolve (H1,1,Ho,)

Além disso, trabalhando com a geometria irregular com um angulo de 160° e
comparando com o caso idealizado, a Figura 5.21 mostra a evolucdo da temperatura média
neste cenario para diferentes valores de raio da goticula pelos métodos da CIEA-NDSolve
(curva com circulos, Hi,1,Hoo) e CIEA-GITT (curva com quadrados, Hi1,1,Hoo € M=10). Os
resultados mostram que independentemente do valor do Raio encontrado na geometria
deformada pelo método da CIEA-NDSolve e geometria idealizada pelo método da CIEA-
GITT oferecem uma boa convergéncia e podem ser adotados para simulacdo. Além disso,
pode ser observado que goticulas com raios maiores (curva preta) possuem menores valores
no fim do estagio de Super-Resfriamento, e consecutivamente, menores valores da
temperatura de nucleacdo. Além disso, a Tab 5.2 mostra os valores encontrados da Fig. 5.21

em alguns instantes.

Tabela 5-8 - Valores da temperatura média adimensional em diferentes valores de raio para
goticula idealizada e deformada. Onde, idealizada: CIEA-GITT (Hy,1,Ho0 € M=10) e
deformada: CIEA-NDSolve (H1,1,Ho,0)

R; =212mm R; = 1.40 mm R; = 0.78 mm
Idealizada | Deformada | Idealizada | Deformada | Idealizada | Deformada
6(0,1) 0.776812 | 0.769529 | 0.821971 | 0.808151 | 0.836325 | 0.851581
6(0,2) 0.620251 | 0.617278 | 0.686169 | 0.671137 | 0.711738 | 0.735839
6(0,4) 0.468298 | 0.473767 | 0.536757 | 0.526658 0.57426 0.596971
6(0,6) 0.409784 | 0.423333 | 0.467677 | 0.467018 | 0.509896 | 0.527804
6(0,8) 0.386724 | 0.405586 | 0.434817 | 0.442361 0.47872 0.493408
6(0,10) | 0.377563 | 0.399355 | 0.418998 | 0.432171 | 0.463398 | 0.476301
6(0,12) 0.373913 | 0.397161 | 0.411344 | 0.427964 | 0.455818 | 0.467792
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Figura 5-21 - Evolucdo da temperatura media adimensional uma goticula apoiada em uma
superficie com angulo de contato de 160° e com diferentes Raio da goticula. Onde,
idealizada: CIEA-GITT (Hy,1,Ho,0 € M=10) e deformada: CIEA-NDSolve (H1,1,Ho,0)
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CAPITULO®6

CONSIDERACOES FINAIS

A solidificacdo de goticulas de agua super-resfriadas é de interesse em diversas areas
de engenharia, e um bom entendimento do tempo de congelamento desta goticula precisa ser
bem determinado para evitar situacdes desfavoraveis, como nos casos de congelamento nos
tubos de Pitot. Neste sentido, o presente trabalho buscou simular e analisar todos o0s estagios
do processo de congelamento da goticula suspensa e obter o tempo total que este processo
ocorre. Além disso, o presente trabalho também realizou uma comparacdo com a goticula
apoiada em um substrato considerando uma geometria regular e irregular na modelagem

matemaética do problema.

O problema proposto analisa a goticula em duas situac@es, a goticula suspensa e
sujeita a uma corrente de ar fria, onde foi aplicada a CIEA (com aproximac6es Ho.o/Hoo €
H1,1/Ho,0) como modelo de reducéo e a equacéo resultante resolvida pela rotina NDSolve do
Mathematica® e comparada com resultados obtidos pela GITT, onde foi possivel analisar a
precisdo da CIEA com a variagdo do nimero de Biot, e a analise dos resultados em diferentes
valores do nimero de Stefan além disso, com a analise paramétrica foi possivel ver a
influéncia do tamanho da goticula e a velocidade da corrente de ar no processo de
congelamento da gota. Ja para a goticula apoiada no substrato, a analise de convergéncia da
CIEA-GITT (com aproximacéo Hiy,1/Ho0) e da GITT mostrou que a abordagem com o modelo
reduzido necessita de um menor esfor¢o computacional e um truncamento menor para atingir
a convergéncia no quinto digito. Além disso, a goticula idealizada possui uma boa
concordancia com os resultados verificados pela NDSolve quando comparados com a CIEA-
NDSolve (com aproximagdo Hi1/Hop), CIEA-GITT (com aproximagdo Hii/Hoo) e GITT,
para todos os casos dos parametros adimensionais analisados. Além disso, foi comparado a
goticula deformada e idealizada em diferentes angulos de contato, observando que quando a
goticula esta apoiada em uma superficie superhidrofdbica, ou seja >150°, os resultados das
duas configuragdes possuem uma boa convergéncia entre si, porém quando a goticula possui

uma forma mais espalhada, os resultados apresentam um desvio significativo. Foram também
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simulados uma comparacao da goticula idealizada e deformada para trés valores de raio de
goticula, com angulo de 160°, apresentando uma boa concordancia entre os resultados
(Figura 5-21).
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ANEXO A

A.1 CONVERGENCIA GITT PARA GOTICULA SUSPENSA

A presente secdo consta uma breve andlise de convergéncia dos termos na solucao
obtida pela GITT para os estagios de Super-Resfriamento e solidificacdo da goticula suspensa
em uma corrente de ar frio. Os valores de temperatura escolhidos foram na superficie da
goticula, ou seja, 6,,(1, ), e em dois intervalos do tempo adimensional, proximo ao inicio
do estagio e proximo do fim do estdgio. O detalhamento do sistema das equacOes
transformadas utilizando a GITT, para a goticula suspensa ndo é detalhado neste trabalho,
uma vez que esta contribuicdo foi realizada por CARVALHO et al (2021), para a presente
contribuicdo foi desenvolvido um cdédigo em Mathematica, seguindo as equacdes finais
obtidas em CARVALHO et al (2021) e comparando os resultados com a CIEA nas
aproximacdes Ho,o/ Hi1,1/ Hoo € H1,1/ Ho.

A Tabela A.1 apresenta a convergéncia da temperatura adimensional na superficie da
goticula, 6,,(1,7), parat = 0.1 e T = 10.0, com Bi = 0.1, para o primeiro estagio (Super-
Resfriamento). Para este caso é possivel observar que para instante de tempo adimensional
maior, a convergéncia ja é garantida com M=1, ja para 0s instantes iniciais a convergéncia é
garantida em M=5. Aplicando para um caso com maiores valores de Biot, a Tabela A.2
apresenta a convergéncia da temperatura adimensional, em 6, ; (1, 7), para Bi = 10.0, neste
caso foram adotados 7 = 0.01 e T = 0.5, como visto na sec¢do 5.1, para maiores valores de
Bi a temperatura de nucleacéo é atingida mais rapidamente, desta forma instantes menores
de tempo adimensional foram adotados para realizar a convergéncia. Como é mostrado na
Tabela A.2 a convergéncia se dd em M = 20, para 7 = 0.01 e logo no inicio do estagio para
7 = 0.5. A Tabela A.3 mostra a analise de convergéncia incluindo o grupo adimensional de
transferéncia de calor por radiacdo (Bir = 0.01) e de conducéo (Bi=0.1) para representar o
caso da GITT com o problema ndo-linear. Para este caso, a temperatura adimensional
alcancou a convergéncia em M=20, préximo ao inicio do estdgio, e assim como 0S casos

anteriores, em M=1 em t = 10.0, proximo do fim do estagio.
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Tabela A-1 Valores adimensionais da temperatura na superficie da goticula para Bi=0.1,

Bir = 0.0, Bim =0.0.

M 6,.(1,0.1) 6,.(1,10)
1 1.95166 1.05178
5 1.95295 1.05178
10 1.95295 1.05178
20 1.95295 1.05178

Tabela A-2 - Valores adimensionais da temperatura na superficie da goticula para Bi=10.0,

Bir = 0.00, Bim =0.0.

M 6,.(1,0.01) 6,.(1,0.5)
1 2.77610 1.00361
5 2.03290 1.00361
10 1.99990 1.00361
20 2.00000 1.00361
30 2.00000 1.00361

Tabela A-3 - Valores adimensionais da temperatura na superficie da goticula para Bi=0.11,

Bir =0.01, Bim =0.0.

M 6,,(1,0.1) 6,.(1,10)
1 1.09507 1.00417
5 1.09507 1.00417
10 1.09523 1.00417
20 1.09525 1.00417
30 1.09525 1.00417
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A Tabela A.4 mostra 0 uma comparacdo da GITT (M = 20) e CIEA nas duas
aproximacdes Hoo/ Hopo € Hi,1/Hop, utilizando os parametros da Tab 5.1, ou seja, para um
caso real proposto. Os resultados presentem nesta tabela foram gerados na temperatura
adimensional da superficie da goticula e em diferentes instantes de tempo adimensional (t =
0.01;2.0;10.0;15;0) os valores apresentam excelente concordancia entre si, com um erro
relativo menor que 0.154% comparando a GITT e CIEA Ho,o/Hoo e 0.148% comparando a
GITT e CIEA H1,1/Hop, considerando a GITT como referéncia.

Tabela A-4 - Valores adimensionais da temperatura na superficie da goticula pela GITT
(M=20), CIEA Ho,o/Ho,0 e CIEA Hz,1/Hop.

GITT CIEA H0,0/H0,0 | CIEA H1,1/H0,0
6,,(1,0.01) 1.10189 1.10359 1.10353
6,.(1,2.0) 1.09062 1.08973 1.09004
6,,(1,10.0) 0.992446 0.992339 0.993539
6,:(1,15.0) 0.992015 0.992005 0.992189

As Tabelas A.5, A.6 e A.7 mostram a convergéncia da temperatura adimensional na
superficie da goticula e em diferentes valores e para o caso com valores da Tab 5.1. O valor
de St =0.11 foi adotado, por ser o valor proximo ao adotado em HINDMARSH, et al., (2003).
Ao contrario das tabelas do caso anterior, 0s resultados possuem uma convergéncia mais
lenta proximo ao fim do estagio de solidifica¢do ja que como visto na Secao 5.2 os resultados
possuem uma divergéncia maior no fim deste estagio. Além disso, como pode ser visto pelas

tabelas, a convergéncia do método é garantida em M=40 para todos 0s casos.
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Tabela A-5 - Valores adimensionais da temperatura, no estagio de solidificacdo, na
superficie da goticulaBi=0.1e St=0.11

M Bice3(1,0.5) Bice,3(1,10)
5 0.0109485 0.0337183
10 0.0109485 0.0337169
20 0.0109485 0.0337154
30 0.0109485 0.0337150
40 0.0109485 0.0337150

Tabela A-6 - Valores adimensionais da temperatura, , no estagio de solidificacdo, na
superficie da goticulaBi=1.0e St=0.11

M Bice3(1,0.01) BOice3(1,1.0)
5 0.088768 0.224310
10 0.088787 0.224263
20 0.088787 0.224230
30 0.088787 0.224223
40 0.088787 0.224224
50 0.088787 0.224224

Tabela A-7 - Valores adimensionais da temperatura, no estagio de solidificacdo, para

valores definidos pela Tab. 5.1

M Bice3(1,0.1) Bice3(1,10.0)
5 0.0058677 0.012470
10 0.0058677 0.012469
20 0.0058677 0.012469
30 0.0058677 0.012469
40 0.0058677 0.012469
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A Tabela A.8 mostra a posicao adimensional da frente de solidificagdo comparando
as solugbes da GIIT e a obtida pela CIEA com a aproximagdo Hii/Hoo. A frente de
solidificacéo foi gerada em diversos instantes de tempo da posicéo da frente de solidificacdo,
de 0.1 até 20.0, para uma goticula de raio 0.97 mm e velocidade da corrente do ar de 0.43,
Fig. 5.8. Os resultados comparando a CIEA (H1,1/Ho,0) e a GITT (M=40), possuem resultados
bem proximos, sendo obtido um erro relativo maximo de 0.164%, considerando a GITT
como referéncia, mostrando que a CIEA Hi11/Hoo é uma boa aproximacdo para analisar a

solidificacdo da goticula suspensa em uma corrente de ar frio.

Tabela A-8 - Valores adimensionais da frente de solidificacdo da goticula suspensa para
parametros da Tab.1 pela GITT e CIEA H1,1/HO0,0.

GITT (M=40) CIEA
v(0.1) 0.988809 0.98881
v(1.0) 0.977961 0.977964
v(5.0) 0.926621 0.926659
v(10.0) 0.853365 0.851963
v(15.0) 0.765166 0.765791
v(20.0) 0.650854 0.652865
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